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GÉOMÉTRIE TRANSCENDANTE. 

Considérations nouvelles sur la nature des courbes 
logarithmiques et exponentielles ; 

Par M. Vincent, professeur de mathématiques au 
collège royal de Reims , ancien élève de l'école 
normale. 



I. J.OUS les gëomèlres tombent d'accord que, construire géomé- 
triquement une équation à deux variables , c'est trouver tous les 
poiuts d'un plan dont les coordonnées , mises à la place de ces 
variables , satisfont h l'équation proposée. Notre but principal , dans 
l'essai que l'on va lire , est de faire voir qu'après avoir ainsi posé 
le principe abstrait , on l'a souvent perdu de vue dans ses appli- 
cations , et qu'en particulier les courbes dont les équations ren- 
ferment des fonctions logarithmiques et exponentielles , ouue les 
Tom. XV, n." 7, V." juillet i»24. i 




2 CONSIDERATIONS NOUVELLES 

branches qu'on leur connaît , en ont encore d'autres , d'une nature 
fort singiUitre , qui semblent avoir été absoluiucnt méconnues jus- 
qu'ici. Nous aurons soin de tirer , chemin faisant , des r«?sullats 
auxquels nous serons parvenus , toutes les diverses conséquences 
qui pourront intéresser la philosophie de la science, et notamment 
celles qui en résultent relativement à la nature des logarithmes des 
nombres négatifs. 

2. Mais , avant d'entrer en matière , rappelons brièvement et 
complétons des notions connues , sur lesquelles ensuite nous 
Aurons pi îin,*n'olcuiciiv liEnrin Je iiuus appujer. 

Soit représentée par A la valeur arîthmédque absolue de an oii 
m en n sont deux nombres entiers premiers entre eux , et a ua 

nombre quelconque , positif ou négatif. Il est connu que a~' à n 

valeurs différentes que l'on obtient en multipliant A par (+1)"' 

ou par ( — i)''") suivant que a est positif ou négatif. 

3. Supposons , en premier lieu — >o , a pouvant d'ailleurs 
^trc positif ou négatif. Si d'abord on le snppose positif , on ob- 
tiendra les n valeurs de a" en multipliant A par (-l-i)ï'donton aura 
toutes les valeurs possibles en mettant successivement pour k les 
valeurs o, ij a, 3, n — i dans la formule 



Cos. Hv/- 



ïSin. - 



ce qui donnera, en ne prenant que les restes de division de m* 
par rt , 

Cos.o+\/^Sin.o=:i , 
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t 

t 

Cos. iî +i/^=îSîn. ^ , 



Cos. ' +y/^5in. 



m 



Si n est impair (+i)» n'aura que la seule valeur rëelle 4-i ; 

ce qui donnera pour a« la seule valeur rëelle ^A ; mais , si n 
est un nombre pair ^ on aura en outre la valeur intermédiaire 

Cos.'CT'^y/ilIIISin.ws:— •! p 

m 

de sorte que an aura une seconde valeur réelle —A. 

01 
4« Si présentement ^ est négatif , les n valeurs de a^s'obtien» 

dront , comme nous Tavo^ns dit , en multipliant A successivetneut 



m 



par les n valeurs de (—1)»' , qu'on obtiendra , à leur tour , en 

mettant successivement pour k les valeurs o , i ^ ^ § 3 > - /i-«*i 

dans la formule 

Cos. ^^±^ +/=ISm. ^±±^ . 

Il • ^ n 

si m est un nombre pair > n sera nécessairement impair , et on 
aura , comme ci-dessus , la seule valeur réelle +1 ; ce qui donnera 

m 

aussi pour ^r* la seule valeur réelle ^A. 

Mais , si m est impair y en ne tenant cotnpte que des restes cle 
division de (zh'\^\)m par n 9 en aura cette série de valeurs 

Cos. — 4-i/^Sin. — y 
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Cos. J-^/^Sin. — , 

Cos. — H-v/^Sin. — , 



Cos. 



i-y'—ibm. 



Si alors n est un nombre pair , toutes ces valeurs , et par suite 

toutes celles de a^ seront imaginaires ; mais si , au contiaire , n 
est impair , on rencontrera une valeur intermédiaire 

Cos.«T+y/~Sin.'CT=z— r , 
€l a"' aura alors une valeur nîelle — ,4. 

i. Si Ton supposait — négatif, a^ reviendrait à ~i , dans letjnel 

. — serait supposé positif j et en désignant par j4 sa valeur arithmé- 
tique absolue , on en conclurait toutes ses valeurs en la mtUtîpliant par 
' 2 ou par 'i , suivant le signe de n : or , 

d'oii Ton voit que nous retomberions de nouveau sur . toutes les 

conséquences que nous a donnée la supposition de — > o . 

En faisant m^s^im' ou zTn'-\-\ suivant que m est pair ou im- 
pair , et faisant aussi , dans les mêmes circonstances, ns=2«' ou 3n'+*i \ 
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nous pourrons résumer tout ce qui précède ainsi qu'il suit : 

à^ , quel que soit le signe de — , donne pouf 

1 — = deux valeurs réelles de signes contraires -^A . 



)une seule valeur réelle positive. . . . +.4, 



fl<o etc — = une seule valeur re'elle néeativfc. , , . — ..^ , 

fn an'-J-i ° 

— = — ; — une seule valeur réelle positive . . . +^ . 
» an'-J-i * 

6. Ces principes posés , entrons en matière. Convenons de repré- 
senter constamment par O l'origine des coordonnées , que nous 
supposerons rectangulaires , en plaçant les lettres X et Y sur les 
axes des j: et des y , dans le sens positif , et les lettres X' , Y' 
sur les mômes axes , dans le sens négatif ; de manière que l'angle 
XOY soit celui des coordonnées positives. 

Proposons-nous d'abord de construire la logaritlimique donnée 
pay l'équation 

dans laquelle nous supposons a un nombre positif. Pour suivre 
plus aisément le cours de la courbe , partageons l'unitë linéaire à 
laquelle les abscisses sont rapportées en 4?+^ parties égales, q 
ëlanl supposé un irès-graad nombre entier , et fuiaons cruitre s , 
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depuis o , par degrés égaux à — r— . de (elle sorte que ses valeurs 
consAiulives soient les termes de celle progression 

t 3 3 

4î+»' 4?+^' 47+a' 



4p 4p+i 4p-4^« 4p+3 
47+a ' 4f+2' 4y+"' 4î+"' 



;> étant aussi un nombre entier. On volt que les termes de rangs 

impairs sont tous de la forme . , et donne par consi'quent (5) 

pour y deux valeurs rtfelies , ne difllfrant l'une de l'autre que par 
le signe , tandis que ceux do rangs paii:>, altemaûvement de la forme 

el de la forme , donnent constamment pour y une 

xn'+I an'+i ^ ■' 

seule valeur positive. Si nous remarquons d'ailleurs que rien ne 

limite la grandeur de y, ni conse'quemmenl la petitesse de la différence 

des valeurs constîcutives de x , laquelle mesure en même 

temps la distance entre les ordonnées , nous en conclurons que la 
courbe a, du côté des y positives , une branche continue ^ dans 
le sens vulgaire de ce mol , et du côté des y négatives une seconde 
branche, symétrique & la première , par rapport à l'axe des x ; mais 
celte seconde brauche n'est pas continue comme la première ; elle 
n'est composée que de points indéflnimenl rapproches , à la vérité , 
et tels que , quelque petite que soit la distance finie entre deux 
d'entre eux , on en pourra toujours trouver tant d'Intcnnt'diaires 
qu'on voudra ; mais tels aussi qu'entre ces deux mêmes points on 
pourra concevoir tant d'ordonnées négatives qu'on voudra qui n'en 
rencontreront aucun ; et telle sera , en particulier , la partie néga- 
tive de l'ase des y, puisqn'en posant :r=:o, on a simplement ^=i^ 
Ces sortes de branches de courbes étant nouvelles , et essentiellement 
différentes des branches considérées jusqu'ici, nous sommes forcés 
de les désigner par une dénomination inusitée , et en conséquence 
hous dirons que ce sont des branches pointillèes , el nous les 
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leprésenleroiis par «ne suite de points très-fapprycU(.'s les mis de* 
autres , comme on le voit ( fig. i ). On sent fort bien d'ailleurs 
qu'une telle représentation est très-imparfaite, attendu que la dis- 
continuité de ces brauclies ne saurait ôtre perceptible à l'œil. Si 
donc on voulait représenter la courbe telle qu'elle paraît ans yeus , 
U faudrait simplement supposer qu'elle a pour l'-quation 2i;y=:o\ 

La figure suppose qu'on a «>i; mais, si l'on avait «<i , ou 
pourrait mettre l'éijuation sous la forme 



H^T" 



où on aurait a^> 1 ; il ne s'agirait donc simplement que de changer 
le sens des x , sans en changer la direction. 

7. Si nous exécutons la même construction pour le cas où , 
dans l'équation 



la constante a est négative , comme alors les valeurs cûnsécutivoA 
de X seront alternativement des quatre formes 

am'+l am'+i am'- 

an' * an'+i ' art 



il s'ensuit (5) que les ordonnées consécutives seront aussi , aller-»- 
nativement , imaginaires , réelles négatives , imaginaires et réelles 
posflives. La courbe n'aura donc point alors de brandie continue , 
mais deux branches symétriques par rapport à l'axe des x , corn- 
posées l'une et l'autre de points Isolés , mais tellement disposés qu'à 
un point de chacune des branches correspondra toujours une or- 
donnée imaginaire de l'autre. En particulier , il 7 aura un point 
sur l'axe des y , du côté positif de l'origine , tandis qu'il n'y 
en aura pas de son côté négatif. Les points de chaque branche 
seront doac deux fois plus éloignés les uns des antres , dans ie 



8 CONSIDÉRATIONS NOUVELLES 

sens des x que ceux de la brandie poinlillee du cas préc(?dent. VoilA 
donc une seconde sorte de branches discontinues qu'il faut distin- 
guer delà première sorte. Nous appellerons Jcs brandies discontinues 
de cette seconde sorte des branches ponctuées ; et nous en ligurerons 
le cours par des points plus apparens et plus distans entre eux , 
comme on le voit ( fig. 2 ). On sent fort bien d'ailleurs qu'en ri- 
gueur tout se passe encore ici pour les yeux comme si l'on avait 
construit l'équation +^=a*. 

8. Il importe de bien distinguer les points dont se composent 
les brandies poiulillécs ou ponctuées des courbes do ce qu'on nomme 
en géométrie points conjugués. Il n'existe en efTet pour ces derniers 
ni tangentes , ni normales, ni cercles osculateurs, ni développées; 
tandis que les branches pointillées et ponctuées jouissent , à cet 
égard , dans tous les points réels de leur cours , des propriétés 
dont les branches continues jouissent dans toute leur étendue , et 
se trouvent ainsi soumises à toutes les conséquences de la loi de 
continuité. Il est facile de s'en convaincre , pour les branches poin- 
tillées , en considérant que , par des diUérentiatious successives , 
on lire de l'équation y'=e' 



à^y . 



d>r 



d'où .l'on voit que les valeurs réelles négatives de y donnent aussi 
lieu à des valeurs réelles négatives de ~ , -r-^ , , égales , au 

signe près , pour chaque valeur de j: , à celles des mêmes fonctions 
correspondant aux valeurs positives de y. Nous aurons au surplus 
l'occasion de revenir plus amplement sur ce sujet dans le conrs 
du présent mémoire. 

Nous observerons encore qu'en général , ni sur les branches poin- 
tillées , ni sur les branches ponctuées , les points ne se trouvent 
également espacés ; ce qui résulte évidemment de ce que leurs 
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ordonnées sont ^(jriiilistanles. LVli'ment d'une u-lle branche est donc 
d'autant moins dense, s'il est permis de s'esprîaier ainsi, qu'il fait 
lin angle plus aigu avec l'ase des y, 

9. Les principes que nous venons d'exposer sont applic;ibles, avec 
les mudincations convenables , & toutes les courbes dont les équations 
contiennent des termes à esposans variables. Soit , par exemple , 
la chainclte. On sait que les tensions des divers élémens de la 
courbe sont représent(îes par les perpendiculaires abaissées fle chacun 
de ces élémens sur une certaine droite horizontale situëe dans son 
plan , ou plutôt par les poids des portions d'une ligne de même 
pesanteur spécifique que le fil pesant suspendu , respectivement égales 
à ces perpendiculaires. On sait de plus qu'en prenant celle droite 
horizontale pour axe des x et l'axe même de la chaînette pour 
axe des y, \f:sy positives étant comptées de bas en haut , et en prenant 
pour uuité la distance du point te plus bas de la courbe à l'ori- 
giae , son équation est 

ce qui fait voir que chacune de ses ordonnées est la somme des 
ordonnées de deux logarithmiques qui auraient respectivement 
pour équations 

y^e-^' , y-e-' . 

Or , chacune de ces logarithmiques a deux branches , l'une continue 
et l'autre pointillée. Faisant donc , tour à tour , entre chaque 
branche de l'une et les deux branches de l'autre les quatre seules 
combinaisons possibles , il en résultera quatre branches également 
représentées par l'équation de la chaînette , dont une seule con- 
tinue et les trois autres poînûtlées i fig. 3 ). L'une de celles-ci est 
symétrique de la branche continue, par rapport à l'ase des :r ; 
les deux autres, as^-mptoles des deux premières, se croisent per- 
Tom. XK a 
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pendiculairement à Torigine où leurs tangentes divisent en deux 
parties (égales les quatre angles des coordonnées. Chacune des 
branches pointillces pourrait d'ailleurs, à son tour , devenir con- 
tinue , si Ion changeait le signe de Tun ou de l'autre des deux 
termes e"^* et e^* , ou les signes de Tun et de l'autre à la fois ; 
de sorte que tout doit rëellement se passer pour les yeux comme 
^i Ton avait construit la quadruple équation 

L'équation plus générale 

r'='ii(4-«)'+(+^)-'l » 

donne des résultats analogues. Mais chacune de ces deux-ci 

r=iU-'')'+(-«)-'l > ( fig- 5 ) 

ne donne que deux branches ponctuées , sans aucune branche 
pointillée ni continue. 

10. La théorie ordinaire des points singuliers , telle que M. 
Poisson l'a exposée dans le XIV,* cahier du Journal de f école 
polytechnique , n'est point , en général , applicable aux courbes 
transcendantes , excepté dans ce qui a rapport aux limites de la 

courbe, pour lesquelles on a — =o ou -r— =oo, et aux /points 

d'inflexion qui font changer le signe du rayon de courbure et 

. d«y dy ^ 

donnent par conséquent -7-^ = o ou t— = 00 • En effet , cette 

théorie suppose , pour ce qui est relatif aux points muldples , aux 
points de rebroussement , etc. , que l'équation est débarrassée de 
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radicaux ; ce qui fait prendre au coefficient diffërentiel du premier 
ordre , eu ces sortes de points , la forme îndc^terminée -|-; or, les 
fonctions transcendantes qui , par la difT^rentiation passent dans les 
coefficlens diiïiTcnliels , sont en gén(?ral susceptibles de plusieurs 
valeurs , et doivent par conséquent être assimilées aux radicaux. U 
peut donc exister des points multiples pour lesquels le coefficient 
différentiel ne prenne pas la forme -|-. 

Pour en donner un exemple bien simple , considérons deux 
logarithmiques ayant respectivement pour équations 

et multiplions ces deux équations membre à membre , il en résultera 
réquation unique 

représentant à la fois les deux courbes ( fig. 6 ). Or, la branche 
pointillée de la première et la branche continua de la seconde 
passant toutes deux par l'origine , il en résulte un espèce de point 
multiple qui pourtant n'est point manifesté par le coefficient diffé*r 
rentiel ; car , en différentiant et divisant par^— ^x , on a simplement 

^— =.^', fonction qui ne saurait prendre la forme -§-. On pourrait 

objecter , à la vérité , que la branche pointillée qui passe à Torigine 
n'y est pas réellement coupée , puisque ce point se trouve sur un 
espace vide ; mais on détruirait facilement cette objection en donnant 
une autre disposition aux deux courbes. En prenant, par exemple ^ 
celles dont les équations sont respectivement 

qn vecrait que les conséquences sont exactement les mêmes ; et , 
comme a est quelconque , il existe une iufinlté de manières de le 
déterminer qui feront tomber Tintersection sur un point réel. 
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N'ayant pas le dessein de pn'seiiler ici une thL^oric compIÙ-le des 
courbes expuneiitiellea ; mais seiileineiU de donner une idée de la 
mauitre dont elles doivent être disciuées d'après la considéra lion 
du nombre de leurs braiicbes , de la nature de cbacuiie d"t}lles , 
du sens de sa courbure et des valeurs que peuvent prendre les 
coefficiens di irérenliels des deux premiers ordres; iious nous bor- 
nerons à quel(jues exemples des plus simples. 

1 1 . Occupons-nous , en premier lieu , de la courbe donnée paj- 
rt^uatioQ 



dans laquelle nous supposerons d'abord a positif et >i. Pour une 
valeur positive Irvs-petite de ;r ; la valeur de y est très-grande et 
devient même inlinie lorsque :r = -t-o. A mesure que x augmente > 
y diminue; elle devient t'gale à a lorsque x=i , et finit par de- 
Tenir ^gale à i , lorsque :r=oc . La courbe a donc un cours continu 
dans l'angle XOY ( fig. 7); et elle a pour asymptotes d'une part 
l'axe des y et d'une autre une parallèle menée à l'axe des x à 
une distance 1 de l'origine^ Mais , indépendamment des valeurs 

posilives de j' , on conçoit (6) qu'en donnant à -r- des valeurs 

convenables , on trouvera pour^ des valeurs négatives ne difTérant 
que par le signe des valeurs positives correspondantes , d'où résultera 
une branche poinldlée symétrique à la branche continue , par 
rapport à Taxe des s. 

Quant aux valeurs négatives de x , les plus petites donneront 
d'abord de très-petites valeurs positives de ^ , et x=: — o donnera 
y=^o. A mesure que x croîtiï négativement , y croîtra positivement 

et deviendra — , lorsqu'on aura :r = — i. Mais ^ ne pourra croître 
indéimiment , et tendra sans cesse vers la limite +1 s qu'elle. 
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atteindra enfin lorsqu'on aura ^ = —00. Voilà donc une autre 
branche continue de la courbe , partant de l'origine et s'ëtendant 
indéfiniment dans Tangle YOX^ de manière à avoir pour asymptote 
commune avec l'autre la parallèle à l'axe des x dont il a déjà été 
question ci-dessus. Il est clair d'ailleurs (6) qu'en choisissant con- 
venablement les valeurs négatives de x , nous trouverons dans 
l'angle X^OY^ une branche pointillée symétrique à celle-là , par 
rapport à l'axe des x. 

La valeur ar=o donne , comme on a pu le remarquer , deux 
valeurs de y , l'une nulle et l'autre infinie. Cela lient à ce que zéro 
^st la limite commune des quantités positives et des quantités né- 

gatives , d'où résulte ^5= ^ *=/ï^ . Les deux branches continues 
peuvent , à la rigueur , être considérées comme se faisant suite 
Tune à l'autre , puisqu'elles proviennent d'une série continue de 
valeurs de x comprises entre l'infini positif et l'infini négatif , ou 
comme formant une seule branche qui se serait déchirée à l'origine 
des coordonnées. Il en est de même des deux branches pointillées. 
Cette espèce de points singuliers , qu'on ne rencontre pas dans les 
courbes algébriques , mériterait peut-être un nom particulier. 
En difTérentiant deu:i^ fois l'équation proposée , on trouve 

la caractéristique 1 désignant des logarithmes Népériens. Le coefficient 

différentiel — devient nul quand jr=HKco , ainsi que cela doit 

être , puisque les quatre branches ont deux asymptotes communes , 
parallèles à l'axe des^. Lorsque jr=o , il en résulte, comme on 
l'a vu , deux valeurs de y , Tune égale à ^00 et l'autre nulle. 

La première donne — =sop, ainsi que cela doit être, puisque l'axe 

des^ est asymptote commune de deux branches \ quant à la seconde , 
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elle donne -^ =-—• Pour déterminer la véritable valeur de cette 
expression , observons que , d'après l'équation primitive de la courbe , 
— = — , d'où -121-=,—-?12L^ fonction qui , comme on le sait. 

devient nulle lorsque y"^o. Ainsi les deux branches qui concourent 
à l'origine ont en ce point Taxe des x pour tangente commune» 
Il y a donc là une sorte de point de rebroussement , formé de deux 
branches de nature différente. 

d'y 

Examinons présentement la fonction — ^ , en y supposant simple- 

ment y positive , ce qui suffit , puisque tout est symétrique par 
rapport à l'axe des x. On voit que le signe de cttte fonction né 
dépendra que de celui du facteur 1+20:. Or, il sera positif pour 
toutes les valeurs positives de x , d'où il suit que la branche située 
à droite de l'axe des y a constamment sa convexité tournée vers 
Taxe des x. Il en sera de même pour l'autre branche tant qu'on 

aura x négatif <7; mais à la limite jr = — i, la fonction ~ 
s'évanouit, et elle change de signe au-delà. Il y a donc une in- 
flexion en ce point , pour lequel on a y= — et — =— — . 

Si l'on suppose tf >o mais < i en mettant l'équation sous la forme 



^^=(7) '=^' 



a^ sera > i , et il n'y aura plus d'autre diflférence avec le cas 
précédent que dans le changement de sens des x. Quant au cas 
où l'on supposerait a négatif, il conduirait à quatre branches de 
courbes ponctuées , mais dont le cours serait d'ailleurs le même 
que celui des branches continues et pointillées que nous venons 
de discuter. 
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12. Considérons actuellement la courbe dont l'c^uation est 

En faisant x=5o on a^ssi , et il en est de mc^me lorsqu'on fait 
^=i; mais si, par exemple, on fait^=-j-, on a j=yv/7<i ; 
et comme d'ailleurs, passé x^i ^ y croît indéfiniment avec x et 
devient infinie avec cette abscisse , il s'ensuit qu'une branche con- 
tinue de la courbe partant de l'axe des y , à une distance i de 
l'origine , après être descendue vers l'axe des x ( fig. 8 ) se relève 
ensuite , pour s'en écarter indéfiniment. Il est clair d'ailleurs que 
des valeurs de x choisies d'une manière convenable donneront 
naissance à une branche pointillée , symétrique avec la branche 
continue , par rapport à l'axe des x. 

Si l'on suppose ensuite x négatif, certaines valeurs ne donneront 
pour y que des valeurs imaginaires , tandis que d'autres donneront, 
pour cette ordonnée , des valeurs réelles alternativement positives 
et négatives^, lesquelles croîtront de ^=0 à x= — i , et iront en- 
suite en décroissant indéfiniment. La branche continue et la branche 
pointillée se prolongent donc l'une et l'autre en deux branches 
ponctuées , symétriques comme elles , par rapport à l'axe des x , 
et ayant cet axe pour asymptote commune. 

Cet exemple et le précédent sembleraient annoncer qu'il est permis 
d'étendre aux courbes transcendantes un principe qu'on avait cru 
jusqu'ici n'être applicable qu'aux seules courbes algébriques, savoir, 
i^vCune branche de courbe ne saurait s^arréler brusquement , mais 
doit nécessairement se réunir à une autre branche de courbe. No us en 
rencontrerons d'autres exemples encore. 

A cause de la symétrie que présente la courbe que nous dis- 
cutons , par rapport à Taxe des x nous ne considérerons simplement , 
dans ce qui va suivre , que ce qui se passe dans la région des y 
positives. 
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Si Von prend les diflerentielles première et seconde des deux 
membres de l'équation proposée , on trouve 

Les deux coefficiens différentiels paraissant devenir imaginaires pour 
toutes les valeurs négatives de or , ne sembleraient pas propres à 
discuter le cours des branches ponctuées ; mais on peut remarquer 
que la branche ponctuée située du côté des y positives deviendrait 
continue , sans changer de forme , si Ton prenait pour son équation 
jr=:(— ^)* , d'où 

fonctions de même forme que les précédentes et qui sont réelles 
précisément lorsque les premières sont imaginaires. Il en résulle que 
les premières formules peuvent être employées à la discussion des 
branches ponctuées , pourvu que Ton convienne de prendre les 
logarithmes des valeurs négatives de x comme si ces valeurs étaient 
positives» Cette observation est d'ailleurs parfaitement d'accord avec 
ce que nous avons déjà dit (6) qu'au lieu de l'équation y=a* , 
on pouvait, dans la discussion , employer Téquation ^y=ia' y quel 
que fût a: ; ce qui revient évidemment à considérer a: comme étant 
à la fois le logarithme de -+-j et celui de — -j^ , pour la base a. 
C'est y au surplus , un point sur lequel nous reviendrons plus loin« 

Cela posé 9 la valeur de — devient nulle, i.® quand ^=o, 

ainsi que cela doit être , puisqu'alors ar=— oo et que la branche 
ponctuée a OX^ pour asymptote. Elle devient encore nulle , 2.^ 

I d'y 

lorsqu'on a l.^ar=o , d'où ar=;t^— et -p^ =l!l^y > ce qui indique 
un minimum pour la branche continue et un maximum pour la 



I 
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branche poucluée qui en est le prolongement. La même fonclion 



— devient infinie lorsqu'on a x^o «l'on y^^i , 
dr 



qui 



âique que rime et l'autre branches à leur origine commune sur 
l'axe des y ont cet axe pour tangente. Si l'on a:r = + i d'oùy=i , 

la fonction — = i , c'est-à-dire qu'en ces points la tangente à la 

courbe fait un angle demi-droit avec les axes des coordonnas. Enfin 

— devenant infinie lorsqu'on a , à la fois > :r=3o et y=icc , il 

s'ensuit qu'à mesure que x ety augmentent positivement , la branche 
continue tend sans cesse U dcveitir perpendiculaire à l'axe des x. 

Quant à la fonction —-^ , elle est positive pour toutes les valeurs 

négatives de x numériquement plus girande que l'unité ; ce qui 
indiqtif que la branche ponctuée tourne sa convexité vers l'axe 
des X depuis x = — oo jusqu'à x= — i ; elle devient nulle au point 
pour lequel on a jr= — i et y=i , ce qui indique une inflexion 
en ce point. Elle est en effet négative depuis x= — i jusqu'à x = o , 
ce qui montre que , dans cet intervalle , c'est la concavité de la 
courbe qui est tournée vers l'axe des x. Elle devient infinie pour 
s = o , ce qui annonce un nouveau point d'inflexion sur l'axe des 
y f k l'endroit où la branche ponctuée devient continue (*). Enfin^ 



(*) Pour rendre manifeste la Tëritë de ces dernières assertioaa, remarquona 
d'abord que jcï=— — fait prendre au facteur (I.e*)»^. — la valeur — e , et 
i|ue , BÏ l'on donne à x une série de Taleurs de U forme 

w=-^ — , ^~r ( ^~T , —'~T , — "i t "7^8' pour limite — r ; 

U en résaltera pour les deux termes (I^x)* et — i les deixs séries de w 
leurs «ai Tan tes 

Tom. XF. 3 
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elle devient de aoureau et demeure positive pour toutes les valeurs 
positives de JT ; ce qui fait • voir que la branche continue est par- 
tout convexe Vers Taxe des. x. . 

i3. Examinons encore la courbe dont Téquation est 



mm 



^«)»=o, (t)' » Ct)' • ( j' y r — (^^yf*7*nt pour limite +i; 



t f t f 



•—=«-f., •■^* I •-«•^ f •^*,...»M«,«#M..-— «»",ajant pour limite «ii»!. 
Et qne si y an contraire ^ on donne à â? les valeurs suirantes 

1, — JL, — i, —l ,^.^.,— Jj, ayant pour limite o; 

on aura d'abord 

(l^jp)>=o I c » a* I 3* y •••••••.. (m— i)* y ajant pour limite «f ^ t 

série dans laquelle le rapport de deux termes consécutifs a pour limite 
l'unité ; et ensuite 



^ «.-f 1 ^ aaiil ^ i»0i , ,.M..«» «•«'" I ajant pour limite •*« ; 

■^ 

série dans laquelle le rapport de deux termes consécutifs est ê, 

I 

U résulte de Ul que le signe de toute l'espression (Lejr)*4»— ne dépend 

jamais que de celui du terme — , et que la limite de la même expression 
qui correspond à «=o est aussi celle du terme -— • . 
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On prouvera encore ici , comme dans le cas prëçëdent , que la 
courbe doit avoir quatre branches y savoir ; une branche continue 
( ^g* 9 ) ^^^^ Tangle des coordonnées positives , partant de Torigine y 
se prolongeant à Tinifini et ayant une asymptote parallèle h Taxe 
des a: , distante de ceV axe d'une quantité égale à Tunité ; ensuite 
une branche pointillée symétrique à celle-là 9 par rapport à Taxe 
des X ; enfin deux branches ponctuées y symétriques Tune à l'autre 
par rapport à Taxe des x y situées dans la région des x négatifs 9 
ayant d'une part Taxe des y pour asymptote commune , et ayant 
aussi d'une autre part pour asymptotes les prolongemens des asymp- 
totes des deux premières branches. A raison donc de la symétrie y 
il nous suflira de considérer ce qui se passe dans la région des y 
positives. 

D'abord , en faisant x:s+o y on a j=:o+^ =0 ; 'c'est-à-<lire 
que la branche continue commence à l'origine des coordonnées. 
Cette branche passe ensuite par les deux points (jtsi, X^^) ^^ 

Çx sse y y=^ ) ; et , lorsqu'on fait x == +00 , on a y ^00 ^ y c'est-à- 

dire y^i i car 1.^' ou — a pour limite o; d'où il suit que x* 

doit avoir pour limite l'unité. Cela indique l'asymptote parallèle 
à l'axe des x que nous avons annoncée d-dessus. 

Si nous faisons jts:— o, nous aurons ^=o**sqo. La branche 
ponctuée a donc pour asymptote Taxe des y ; elle passe ensuite 

par les points (jrsa— i , y=i) et (x= — ^, y^e ') , et donne , 
comme la branche continue , /s i quand x=-* oo ; ce qui annonce 
que l'asymptote de la branche continue lui est commime ' avec 
elle. 

En prenant les différentielles successives des logarithmes des 
deux membres de l'équation y on obtient 
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fonctions qui doivent être employées pour toutes les valpurs po- 
sitives et négatives de x ^ de la manière qui a été expliquée 
ei-^lessus (12). 

Cela posé , la fonction -— prend la forme -f-loo pour (xsso , y=o} 

et la forme ^loo pour (jr=o , j=oo). Ce dernier résultat, évi- 
demment infini y indique que Taxe des y est asymptote de la 
branche ponctuée y à laquelle il correspond y comme on le savfit 
déjà. Quant au premier , pour avoir sa véritable valeur , remarquons 

qu'en général la fonction -j- peut être mise sous la forme 
^ \ — y et que 1 -î s=l^—- Lr , qui y à la limite 9 se réduit à —Lr ; 
d'où résulte , à cette même limite , — =--jr(Ijr)*. ~. Or, quand 

dy 

jsso , on a yQ^yy^o et lorsco ; donc -=^=0; ainsi la bran- 

QX 

che continue touche Taxe des x à Torigine. Ce point ofire donc 
analogue & celui que nous avons rencontré ( fig. 7 ) et présente 
en outre , conmie nous Tavons déjà remarqué (fig. 8 ) , la cir- 
constance d'un changement de nature de la courbe. 

dy , . • ' 

Pour ors: 1 , on trouve -7-. ss i , c'est-à-dire qu'en cet endroit la 

dx ^ 

tangente fait des angles demi-droits avec les deux axes , et passe . 
en outre par l'origine , puisque /^i. Si Ton fait x^sze y on a 

-— =: o , ce qui indique un maximum y comme on le ' vérifiera 

d'y 

par la discussion de la fonction r^^. Enfin , si Ton fait ^rsoD ^ 

dy j 

d'où yï=i > o"^ a T- î=o 9 conuQë crfa doit être , à pause de 
l'asymptote. 

dw 

Considéro;n$ présentemei^t les valeurs de -j-j- qui répondent aux ' 
diverses valeurs positives de or , en nous bornant toujours à la 
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lirandie coHtinue on k y positive. Ces valeurs dëpendent essentiel-* 

lement de celles du facteur f 1 — J — ^^ï — ; or, si Ton donne 4 
jr cette séria de valeurs 

jr=i , e^^ 9 tf"» , ^-^ ^ . . . . • ^•'" , Limite o ;' 

« 

B en r&ultera 

f 

f 1 — J 3=si 9 ^* > 3* , 4* , ,. . . (ot-HO* î Limite -f-op . 
-^arh —a— 3,-^5tf''%-^7e"*,— 9^"»,,M.— (aiw+^V**; Limite o « 

• ■ ■ . ■* 

Les deux séries de valeurs devant être ajoutées terme à terme , 
il est facile d'en conclure que le facteur dont il est question sera 
positif depuis ^^o jusqu'à 07=^**' , et que , par conséquent, la 
courbe sera convexe vers Taxe des x entre ces deux limites. Le 
même facteur devenant négatif entre jt s é** et x^si , la courbe 
éprouvera une inflexion et deviendra concave vers Taxe des x. Cm 
pourrait même , en resserrant davantage les valeurs de j: , déterminer 
la ^position de ce point d'inflexion d'une manière indéfiniment ap« 
prochée , et prouver qu'il est unique entre ces mêmes limiteSt 

Donnons encore à 4; les valeurs suivantes 

xssii , e , e^ f ^ , tf* , . ^ . . . . ^ î limite +co • 

Il en résulter^ 

fl — J =1 , O » 1 , 3" , 3* ,. . . . e (*»— i)"î limite +30 t 
^£1 4" =^3 , --^ , +tf% +3i?' , +5é?* , ....+(2/71— 3)tf'"} limite +00 ; 



■ *. 
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D-où on pourra conclure que la branche continue tourne encore m 
concavité vers Taxe des x depuis ^=1 jusqu'à x^e y mais qu'elle 
éprouve , entre x^=ie et x=é^ , un^ seconde inflexion , dont il 
serait facile d'assigner le lieu d'une manière plus pr^ise ; après 
quoi elle redevient convexe vers l'axe des x , pour tout le reste 
de son cours. 

Occupons-» nous présentement de la branche ponctuée y à laquelle 
répondent les valeurs négatives de x. D'abord y en posant x^^o , 

d'où jr s 90 , on a j-- rsoo » comme cela doit être y puisque Taxe 

des y est asymptote de cette branche. Si l'on fait x=— i d'o& 
y^^^i qu'on pourra changer en -{*i , à raison de la sjrmétrie , 

on aura -p s + ^ » ^ ^^ montre qu'en cet endroit la tangente 

fidt un angle demi-droit avec les axes. A âr=— ^ répond -~ sso, 

àx 

ce qui dénote un minimum. Enfin y en faisant jrs-*co , on a 

dv 

^sso t ainsi que cela doit être , à cause de l'asymptote parallèle à 
Taxe des x. 

Quant aux valeurs de la fonctioQ -^ qui répondent à la bran* 
che ponctuée , en donnant à or , au signe près , les mêmes séries 
de valeurs que ci-dessus y lé terme (l — } conservera sa valeur et 

son signe , mais le terme — ;rl — changera de signe sans changer 

de valeur absolue. Il faudra donc retrancher terme à terme les 
séries obtenues, au lieu de les ajouter ; et l'on reconnaîtra ainsi 
facilement que la branche ponctuée , convexe vers l'axe des x depuis 
Mr»o jusqu'à jr^— i , demeure encore telle jusqu'à x=— ^^'mais 
qu'entre ;r=— 1? et jr=— tf« elle a un point d'inflexion au-delà 

duquel elle demeure dans tout son cours concave vers Taxe 

des X. . ' 



I 
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i4. Nous avons remarque dans ce qui pri^cède (12 , i3 ) que, 
pour déiitiire de l'aiialise toutes les circonstances du cours des 
-branches pointillées et ponctuées des courbes exponentielles , oq 
^lait obligé de regarder comme r<?els les logarithmes des nombres 
négatifs. Or , on peut se demander naturellement st ers logarithmes 
sont en elTet réels ou si, en les supposant tels , on ne se livre 
pas à une hypothèse erronée. Ce qui a été dit au commencement 
de ce mémoire nous paraît offrir à cetie question une réponse 
satisfaisante. Si, en effet, on appelle logniithme d'un nombre l'ex- 
posant de la puissance à laquelle il faut élever la base du système 
ponr avoir ce nombre ; et si l'on convient réciproquement de re- 
garder tout nombre ainsi obtenu comme ayant cet exposant pour 
logarithme , on se trouvera contraint (2,3, 4i5) d'admettre 
comme incontestables les propositions suivantes : 

I. Dans tout syslème dont h hase est positive , tout nombre 
positif a un logarithme réel. Quant aux nombres nègatijs , ils se 
partagent en deux séries telles <jue chacun de ceux de l'une d'elles 
a un logarithme réel , le même ^u'H aurait s'il était positif ; 
tandis tjue ceux de Fautre série ont tnus des logarithmes imagi- 
naires, 

n. Dans tout système dont la hase est négative ^ il y a une 
moitié des nomhres tjui , avec ^ueltjue signe qu'on les prenne , ne 
sauraient avoir de logarithmes réels. L'autre moitié se partage 
encore en deux séries telles que ceux de tune d'ellej ont des 
logarithmes réels , lorsqu'on les prend positivement , et n'en ont 
pas quand on les prend négativement ; tandis qu'au contraire 
ceux de tautrc série ont des logarithmes réels , lorsqu'on les 
prend négativement ^ et n'en ont pas quand on les prend positif 
vemertt, 

in. Deux nomhres de la même classe sont indéfiniment peu 
âi^rens ; sans que pourtant on puisse dire qu'il y a coniiniuté ; 
puisqu'il existe entre eus un nombre de Fauue classe. 
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Ces propobhioiis soiiï rcprt'stntces grapliiqiicment par les fignres 
I el 2 , dans lesqiicHes les oriloiinees représeoleiit k'S nombres et 
les abscisses fcurs logarillimes. 

L'obligation de circonscrire ce mémoire dans de jiisles bornes ne 
nous permet pas de nous occuper de la recherche des formules qui 
donnent tous les logarithmes d'un même nombre , tous les nombre» 
correspondant à un nii^rae logarithme , les logarithmes des nombres 
imaginaires , les logarithmes des nombres , dans un système à base 
imaginaire , etc. ; mais ce sont des objets sur lesquels nous pourrons 
revenir dans une autre occasitm; et nous bous bornerons , pour le 
présent , à quelqnes d^Tcloppemens propres à mienx faire sentir 
encore l'exactitude des proposllious que nous venons d'établii. 

i5. Nous ferons d'abord observer qu'on aurait tort de croire 
que la vt'rité ou la fausseté de ces propositions soit subordosnée 
k la dl^fînitioti qu'on voudra donner des logarithmes ; et qu'aae 
dt^finition dïfiereHte de celk de laquelle nous sommes partis, pnt coa- 
duire à des conséquences diÛ't^centes. Les mi^mes conséquences se repro- 
duisent encore , en effet , lorsque Ton vent , d'une manière plus 
élémentaire, considérer les logarithmes , comme les termes d'une 
progression par dilTérences correspondant respectivement à ceui 
d'une progression par quotient , considérés comme nombres eorres- 
pondans. P«ir le prouver , dt^ignous par a la base que , pour fixer 
tes idées , nous supposerons positive et plus grande que l'unité » et 
formons le tableau des deux progressions fondamentales 



Nombres o , 

Logarithmes — oo , 



«,...— 3.— 3, 



-I, o, 1 , 2 , 3 ,... jm,„4-^. 



Pour en déduire les logarithmes de tous les nombres, on suppose 
que l'on insère un nombre iudéilui i de mo^en par quolitns enlie 
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les termes consécutifs de la première progression et un pareil nombre 
de movens par différences entre leurs correspondans dans la se- 
conde. Or , en représentant respectÏTement par y et ^ le quotient 
et la diilerence qui détermineront ces deux sortes de moyens , 
DU attra' 



'=w. 



or , si /■ est un nombre pair , il en résultera pour ç une seule 
valeur réelle positive , tandis que , si au cQulraire ce nombre est 
"impair , ou aura pour y deui valeurs réelles , ne diffl-rarit l'une 
de l'autre que par le signe. Si ensuite ou suppose a négatif, les 
Taleurs paires de i donneront pour y une seule valeur réelle né- 
gative et ses valeurs impaires des valeurs imaginaires , ce qui 
entraîne de nouveau les conséquences énoncées ci-dessus (i4). 



iG. En. admettant , comme on ne saurait guère s'y refuser , l'exis- 
tence des jleux classes de nombres que nous avons signalées ( ' 4) j 
comment concilier la loi de continuité , telle qu'on l'entend ordi- 
nairement , avec la diQërence qui existe entre deux nombres con- 
sécutifs de la même classe , dijférence plus petite tjue toute quantité 
assignable , et qui pourtant ne saurait être nulle ? et que devient 
ce th<?ortme universellement admis dans la théorie des limites : 
deux grandeurs sont égales quand on peut prouver que leur diffé- 
rence est moindre que toute quantité assignable ? que devient éga- 
lement la loi de continuité, s'il existe des courbes telles qu'entre 
deux ordonnées réelles, aussi rapprocliées qu'on le voudra , on puisse 
en trouver non seulement une infinité d'autres tout aussi réelles , 
mais en outre une inlluité d'autres imaginaires ? L'examen de toutes 
ces questions nous entraînerait dans des discussions métaphysiques 
qu'il n'appartient pas à notre sujet d'aborder. Nous nous bornons 

Tom. XV. 4 
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à eiposer des faits atialitiquos et géométriques qui nous paraissent 
iticoniestables , en abaiidouuant à de plus habiles le suiii d'eu ddduire 
les conséquences. 

17. Nous ne saurions toutefois dissimuler que certaines considé- 
rations sembleraient , au premier abord , indiquer ta nécessite de 
considérer comme réels , sans aucune distinction , et respectivement 
égmx à ceus des nombres positifs , les logarithmes de tous les 
nombres négatifs. Par exemple, l'équation y^a' , en y supposant 
a négatif , représente bien incontestablement une courbe à deux 
branches ponctuées , quelle que soit d'ailleurs la valeur numérique 
absolue de a. Or , on tire de cette «équation 



àx 



"4^ ' 



•.o'.(\ay 



5i donc la valeur de a est de telle nature que son logarithme soit 
révï , la tangente , le cercle osculateur , la développée , l'aire de 
la courbe , etc. , seront réels , comme si la courbe était continue. 
Mais , si la valeur de a ne lui permet pas d'admettre un logarithme 
réel, faudra-t~il en conclure que la tangente, le cercle osculateur, 
la développée , etc. , n'existent pas ? c'est ce qu'il paraît diiEcile 
d'admettre , puisque les deux courbes sont identiquement de mc^me 
nature , et que leur existence est indépendante de la théorie des 
logarithmes. Il semblerait donc que , quel que soit a , son loga- 
rithme doit être réputé réel. On ne serait pas fondé d'ailleurs à 
se retrancher sur la nature de la courbe , et à dire que les branche? 
continues doivent seules avoir des tangentes réelles , des cercles 

osculateurs , etc.: car, si a était positif, ^ , seraient 

* dx de" 

réels , et par conséquent la branche continue et la branche poin- 

tiilée qui composent alors la courbe , seraient , sous ce rapport, 
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eiaclemenl dans le même cas , comme nous l'avoiis Ut'jà ol>- 
serviî (8). 

Les séries logarithmiques semblent conduire anx mêmes consé- 
quences. Soit un nombre positif z , arbitrairement partagé en deux 
autres x et ^ > nous aurons 

Si ensuite nous changeons le signe de z , nous aurons 

i^.)=i(-.^)=,M+,(.+r)=iM+i^+it:+ff;+i^+... 

On voit qne les deux dJveloppemens ne diffèrent uniquement que 
pac les termes Ix et 1( — ;r). Or , on peut toujours prendre les 
deux nombres x et ^ de telle sorte que la série soit convergente 
et qu'en même temps x soil tel que 1( — x) soit réel ; et alors on 
aura nécessairement 1(— z)=L: , quel que soit z. 



18. Quant aux considérations tirées des aires de l'hyperbole équi- 
latère , considérations que Jean BernouilU croyait propre à démontrer 
l'existence des logarithmes réels pour les nombres négatifs ; il ne 
nous paraît pas que l'on puisse en tirer aucune conséquence fondée 
pour oD contre l'opinton que cet illustre géomètre cherchait à faire 
prévaloir. 

Pour en faire sentir la raison , nons observerons d'abord que 
les variables doivent être considérées comme croissant constamment 
de l'inilni négatif à l'infini positif, c'est-à-dire qne les différentielles 
doivent être réputées positives, quels que soient les signes des va- 
riables elles-mêmes. Le principe contraire admis par un grand 
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noinLre tie géomètres distingues , qtii veulent que les signes des 
diliércntielles soient les mfmcs que ceux des variajjles elles-méoies , 
principe qui n'est d'ailleurs que de pure convention, se trouve en 
effet entraîner avec lui des iuconvdnicns de plus d'un genre. Par 

exemple , deux valeurs identiques de -r— n'indiqueraient pas une 

même inclinaison pour tous les points du plan de la courbe , etc. 

En second lieu , soit une intégrale indéfinie , telle que 

/dsr{(j;) = <f,(x)+C ; 

on doit , pour des raisons analogues , sentir la nécessité de faire 
croître cette intégrale dans !e même sens que les x ; c'est-à-dire 
que, si :r=fl et y^B sont les deux limites entre lesquelles elle 
doit être prise , il sera nécessaire de la faire commencer h la plus 
petite des deux, c'est-à-dire, à celle dont la valeur approche le 
plus de l'infini négatif, et de la faire finir à la plus grande , ou 
à celle qui se trouve du côté de l'infini positif , quels que soient 
d'ailleurs les signes de o et B. Ainsi, en supposant a < y, l'inté- 
grale définie sera tp(^) — •{>(o). 

Ce principe étant admis , il en résulte que Vaire d'une courht 
est toujours de même signe <fue Fordonnée. 



19. Cela posé , soit l'équation x'^y"=p""' , dans laquelle nou$ 
supposerons m , n, p positifs et de plus m et n entiers et premiers 
entre eux. La courbe représentée par cette équation sera du genre 
des hyperboles ; et , en supposant le cas particulier de m pair et a 
impair, elle ressemblera à celle qu'on voit ffig. 10). L'aire com- 
prise entre l'arc de celte courbe, l'axe des abscisses et les ordonnées 
correspondant aus deux abscisses a ti b sera représentée par la 
formule 
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fin 

en posant I ik)ur abréger , —- — = jt^ , suivant que 12 est > ou </7i» 

Présentement^ il importe de distinguer deux cas , savoir ; celui 
de m<^n et ;cdui de n^m. 

Si l'on a m^rif on a aussi =+^« L'origine naturelle de 



l'intégrale est Torigine même des coordonnées , quel que soit le 
signe de Xy c'est-àr-dire que , dans Tintcgrale indéfinie 



Jyàx^s^cx n -^Const. , 



tf^m 



en faisant la constante nulle , le terme •f-r^r"»" représentera Teqpace 
compris entre Taxe des y y correspondant à :r=:o , et l'ordonnée 
correspondant à l'abscisse quelconque +jr , et que de plus ce terme 
se présentera avec le signe + ou avec le signe — , suivant que x 
sera positif ou négatif , comme il est facile de le vérifier y en pre- 

naAt les intégt^esi ^^ / • B en résulte que, si Ton prend 

l'intégrale entre deux limites positives jrsai+tf et ^=+i , ou entre 
deux limites négatives x=s — a^ , ^=x— 3^ , cette intégrale représentera 
toujours la différence entré les espaces YOQB et YOPA ou entre 
les espaces YOP'A^ et YOQ^^ Si l'on voulait avoir l'aire copiprise 
entre une limite négative jr=?— ^'.et une limite positive ir=+3^ , 
il faudrait, d'après la règle connue , à raison de la valeur ^=^0 
correspondant à jtso , faire deux intégrations , pour obtenir sépa- 
rément /' ^^ / > ^^ ajouter ensemble les résuluts. On ob- 
tiendrait ainsi 
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d'où Ton voit ( et c'est sur quoi nous d&îrons principalement fixef ' 
l'attention ) qu'on aurait pu obtenir directement ce r(fsultat par une 
seule intégration y prise depuis j:r=-»^/ jusqii'à or =:-|^3, sans avoir 
^ard au passage de y par l'infini ; ce qui tient à la circonstance 
déjà indiquée que l'origine naturelle de l'intégrale se trouve au point 
zéro f quel que soit le signe de l'abscisse x ; les, deux termes de 
cette intégrale représentant alors respectivement les espaces YOQjB 
et YOP'A^ 

ni?" 

Lorsqu'au contraire on a n</n et ps(r suite . :â— r •; 

Forigine naturelle de l'intégrale ne se trouve plus ' à Torigine des 
coordonnées ; elle est située sur l'axe des x ^ à l'infini négatif pour 
les abscisses négatives et à rinfini positif pour les abscisses posi^ 
tives f comme il est facile de le voir , en cherchant les conditions 
nécessaires pour que la constante soit nulle. U résulte de là ^ue 
l'intégrale 

yQx:sz^c(6 ■ — û n Jsr^tf « — /► » j 
repr&ente la différence des espaces APX et BQX ^ et que l'intégrale 

représente la différence des espaces B^QOiL^ et hf^HU H n'est dont, 
plus possible abrs d'obtenir l'intégrale / par une seule intégra* 



!• ■• 
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tlon. Oa irouye 9 en effet , en se rapelant qu'on a n<^m ^ 

9 

■ 




^(lr= YOX^-- A^^X^+ YOX— BQX ;, 

•■il' 



intégrale qui se rouirait à — A^'X^— BQX , si Ton nV^it fait 
qu'une intégration. , . ; 

Ce qui précède suppose que m est pair et n impair. Si roa 
avait au contraire m impair et n pair les deux branches de la^ 
courbe se trouvant alors situc^ d*un'méme côté de Taxe des j ^ 
ilr^y aurait à coasidërer» pour chaque abscisse» des aires corres-^ 
pondant aux deux branches de courbes , ce qui sortirait du sujet 
qui nous occupe. Mais , dans le cas de 772 et /i tous deux impairs 
et inégaux 9. les mêmes observations 9e représenteraient ;:il arriverait 
seulement qpç là branche analogue à B^A^X^ ( fig* ip ) sçjait située 
dans l'angle X^OY^- ( fig. 11); que toutes les aires qui s'y rap- 
porteraient seraient négatives ^ et que. conséquemment une int^^ialei 
prise entre une limite négative et une limite positive ne se cooi"- 
poserait plus , comme précédemment » d» la somme , mais de la 
différence arithmétique des aires partielles. 

U demeure donc suffisamment établi , par ce qui précède » qn e Ton 
ne peut obtenir une intégrale entre deux limites données par une 
sente intégration que dans le cas où l'origine naturelle de cette 
iatégfrale est la même potu: les deux limites données* ^ 
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20« Bien que dans le cas où m^riy dont noas n'avons pas parle p 
rintëgrale soit une transcendante , ce principe lui est paiement 
applicable , si Ton pose alors /7=i ; en extrayant la racine du d^é 
m des deux membres , Tëquation se réduira à xys9 1 ^ et repré- 
sentera ( fig. Il) rhyperbole équilatère du second degré ^ pour 
laquelle on aura 



u^fyàx^J JL—\xJç\c. 



Ici Torigine naturelle de l'intégrale est » pour le abscisses positives , 
au point pour lequel ar=:i , puisqu'en supposant nulle la constante 
kr y il faut faire ar=i pour avoir Lr=o. Entre les limites jrss4-4i 
et ^s+^ f cette intégrale devient 



/ 



ydjr=15— L/=l - 



elle représente donc le logarithme du rapport des abscisses ; et elle 
est positive 9 parce qu'on a hya. Pour les abscisses n^ative^, 
Torigine n'est plus au méine point;, elle se trouve au point pour 
lequel on a :r=: — !• En effet , on peut mettre u sous la fornie 
Lrar=3sl.(— ^)( — x) , puis en posant c^si^^d , x=— j:^, sous la forme 
L^:r' s= Lp^+1^. Alors x' représente la valeur absolue de l'abscisse; 
et l'on voit qu'en- supposant \c'^o , il faudra avoir a/=i pour 
que l'intégrale s'évanouisse. Entre les limites x^s^^^a^ et xz=l^^V 
ou x^^=^a' et ^'=3^, elle devient ' 



/ 



*%d^=W/— b/=l il , 



Elle représente mcore le logarithme du rapport des abscisses \ mais 
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elle est négative , parce qu'on a h'<a'. Les aires positives de la 
branche AB représentent donc les logarithmes de tous les nombres 
positifs plus grands que i , et les aires négatives de la branche A'B' 
les logarittimcs de tous tes nombres positifs plus petits que i. A l'égard 
des logarithmes des nombres négatifs , on les obtiendrait , à la 
vérité , en intégrant d'un seul coup entre deux limites telles que 

x=. — a' et x^-\-h, ce qui donnerait 13— 1( — a^ = \[ p 1 ; le 

résultat serait la différence de deux aires partielles , l'une positive 
et l'autre négative ; et il aurait la même valeur que si les deux 
limites eussent été de même signe ; mais il paraît résulter de ce 
que nous avons dit ci-dessus qu'on ne saurait se permettre d'in- 
tégrer de cette manière. 

A cause de — — , ce qui permet de poser b=1(— :r)-|-l(r 

aussi bien que u — \x-^\c , on pourrait encore s'imaginer qu'on 
obtiendrait les logarithmes des nombres négatifs en mettant l'intégrale 
générale sous cette nouvelle forme ; mais il est facile de se convaincre 
du contraire , en remarquant que l'intégrale définie , prise entre deux 
limites du même signe a el b y devient alors 1( — i) — 1( — a) 

= 1 — =1 - ; ce qui reproduit exactement les mêmes résultats 

et conduit aux mêmes conséquences. 



2 1. Quoi qu'il en soit , les considérations développées sous le n,* 1 7 
nous paraissent reposer sur des inductions trop vagues pour in- 
firmer les propositions énoncées dans le n." 1 4* Il serait tout aussi 
naturel , et sans doute plus exact , d'une part , d'en conclure que 
les courbes ponctuées n'ont proprement ni tangentes ni cercle oscu- 
lateur ( ce qui n'a point lieu pour les courbes pointillées ) ; et quant 
au développement que nous avons donné de 1( — z) , ce développe- 
ment reposant sur l'hypothèse d'une continuité qui n'existe plus, 
il ne nous paraît pas qu'on eu puisse déduire uicuoç cuiiséqueuce 
Tom. XV. 5 



S4 CONSIDERATIONS NOUYELLES 

bien rigoureuse. Les objections que l'on pourrait tirer de ces di- 
verses considérations , objections que nous n'avons pas cru devoir 
dissimuler , nous semblent donc devoir laisser dans toute leur force 
les principes posés n.° 1 4 qui nous paraissent d'ailleurs sans réplique , 
sur-tout si on les appuie de ce qui a été dit dans le n.° i5. 



22. Il est nécessaire de conclure de ces munies principes qne 
les courbes dont les équations renferment des fonctions logariiliuii- 
ques sont également susceptibles d'avoir des branches poinlilléts ou 
ponctuées. Telle est, en particulier, la courbe dont IVqualion est 
y=l^. Cette courbe, en eflct, en supposant qu'on prend a pour 
base , devient identique avec celle dont l'équation est y=^a* , 
( fig. 1 et 2 ) en y prenant x pour y , et réciproquement. 



Soit encore la courbe ayant pour équation y = 
rilhmes étant Népériens , on aura 



- , Its loga- 



1 — 



d'y _ 



xCl^)i 



En employant le même mode de discussion que ci-dessus ( 1 1,12, i3 ) , 
on reconnaîtra que la courbe (fig. 12) a , i." une brandie continue 
partant de l'origine et s'étendant indéfiniment dans l'angle XOY' , 
entre l'ase des y et une parallèle à cet axe qui lui sert d'asymp- 
tote et dont la distance à l'origine est égale à +1 ; 2." une autre 
branche continue , située dans l'angle XOY , ayant la même asymp- 
tote en sens inverse d'une part , convexe vers l'ase des x depuis 
cette asymptote jusqu'au point d'inflexion (x = e' ^ y=^.e') où elle 
fait avec l'axe des x un angle dont la tangente tabulaire est -j , 
après avoir été parallèle au même axe au point (^x:=e ^ y=-e) ; 
devenant au-delà du point d'inflexion concave vers cet axe , et lui 
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retleveiiant parallèle pour le point (:r = oo , y=x ) ; 3." une branche 
pointilk'e , prolongement de la première branche continue , dans 
l'angle X'OV , symétrique , par rapport à l'axe des x , de celle 
qui lui serait symétrique par rapport à l'ase des y\ 4** eiifm une 
autre branche pointillée dans l'angle X'OY' , également symétriqne 
par rapport à l'axe des x d'une branche qui serait symétrique, par 
rapport à l'axe des y , 



1 la seconde branche continue. 



Les résultats ne changeraient pas de nature quand bien ml^me 
on supposerait une toute autre base logarithmique , pourvu qu'elle 
fût positive ; et , si elle élait négative , les branches se changeraient 
en quatre branches ponctuées. j 



. 23. Dans les applications de la théorie des logarithmes au calcul 
des expressions numériques ou algébriques , on peut traiter de la 
uiéine manière tous les nombres , tant positifs que négatifs ; et l'on 
doit prendre les logarithmes de ces derniers comme s'ils étaient 
positifs. 

Pour le démontrer , il faut distinguer deux cas. Ou les logarithmes 
ne sont employés que comme un moyen abrégé de trouver la 
valeur numérique d'une expression donnée , ou bien l'emploi des 
logarithmes est indispensable pour parvenir à la valeur numérique 
d'une inconnue. 

Supposons d'abord qu'on se trouve dans le premier de ces deux, 
cas ; il résulte évidemment de ce que nous avons dit (i4) que, 
si le nombre dont il s'agit est de ceux dont les logarithmes sont 
imaginaires , il sufTira de l'aiigmenler ou de le diminuer d'une quan- 
tité indéfmiment petite , et conséquemment bien inférieure à la 
limite d'approximation qu'on peut se promettre du calcul par i 
rithmes , pour lui faire acquérir un logarithme réel positif ou né- 
gatif. Lorsqu 'ensuite on sera parvenu à la fin du calcul , si le 
logarithme final est du genre de ceux auxquels ïl ne répond aucun 
nombre réel , il suUlra également de l'augmenter ou de le diminuer 



36 CONSIDÉRATIONS NOUVELLES 

d'une quantité bien inférieure à celles qu'on se permet de ni^gliger 
dans ce mode de calcul, pour le faire répondre à deux nombres 
réels ne difTérant l'un de l'autre que par le signe. On n'aura donc 
plus d'embarras que sur le choix du signe du résultat , ^equeI derra 
être déterminé à l'avance , conformément à la nature des données 
et des opérations qu'on aura eu à leur faire subir. Si , par exemple , 
il s'agit d'un produit de facteurs , on prendra pour le nombre 
répondant au logarithme final le signe + ou le signe — , suivant 
que le nombre des facteurs négatifs sera pair ou impair. S'il s*agil 
d'une puissance , on se réglera sur le signe de la racine et la nature 
de l'exposant qui pourront souvent conduire à rejeter comme faui 
le résultat obtenu. C'est , par exemple , ce qui arriverait , si l'on 

avait à calculer par logarithmes (—9)^ ; le résultat H^S devrait être 
rejeté comme faux , à cause de la nature imaginaire de l'expression 
proposée. 

Dans le cas où l'emploi des logarithmes est nécessaire pour 
obtenir la valeur de l'inconnue , on peut encore prendre les loga- 
rithmes des nombres négatifs comme si ces nombres étaient positifs 
sauf ensuite à vérifier le résultat obtenu , qui souvent peut être 
fautif. Soient , par exemple , les équations 



=7'=3 . 


9'=-3 , 


on en tirera 




il27=13. 


:.l9=l(_3) 


à'oi 




'3 . 


l9 


« en effet 




^M. 


9^=i3. 



Mais, si l'on avait 
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8*fi3— a d'où xl8s^l(— a) , 



on en tirerait 



jr= 



±2? -h ^L 
18 "■ 18 "" ^ ' 



résultat faux ^ puisque 



8'=+^ et non —2 . 

he nombre cherche dans le dernier cas est donc imaginaire. 

24* Il n'a été question , dans tout ce qui précède , que de 
courbes rapportées à des coordonnées rectangulaires. Les mêmes 
considérations s'appliqueraient également à d'autres systèmes de 
coordonnées ^ si les équations des courbes qui y seraient rapportées 
contenaient des fonctions transcendantes des variables. Telles est^ 
eu partiqulier , l'équation polaire rsza' de la spirale logarithmique » 
dans laquelle a représente un nombre constant , / l'angle que fait 
le rayon vecteur partant du pôle avec une droite fixe menée arbi* 
trairement par ce même point , et r ce rayon vecteur. Si , en effet ^ 
on suppose d'abord a positif , les variables / et r se trouveront 
exactement dans le même cas que .or et ^ dans le n.^ 6« Il 
en résultera donc pour r une série continue de valeurs positives 
et une série discontinue de valeurs négatives. Or y les valeurs 
positives du rayon vecteur doivent être comptées du pôle vers 
l'extrémité de l'arc de cercle sur lequel se comptent les distances 
angulaires , tandis que ses valeurs négatives doivent être prises 
en sens contraire ; donc la spirale ( fig. i3 ) aura une bran- 
che continue et une branche pointillée dont les spires s'envelop- 
peront mutuellement. Mais » si la constante a était négative , ces 
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deux branches se trouveraient remplacées par deux branches ponctuées 
de même forme. * 

25. Des considérations analogues à celles qui viennent de nous 
occuper à Tégard des courbes planes sont évidemment applicables 
aux surfaces courbes qui peuveut être tantôt continues et tantôt 
discontinues , et qui , dans ce dernier cas , peuvent être formées 
tantôt de courbes continues ne se succédant pas consécutivement 
et tantôt de courbes pointillées ou ponctuées, et qui peuvent avoir - 
aussi des nappes de ces difiérentes sortes à la fois. Ce que nous 
avons dit jusqu'ici fait assez comprendre comment on doit se con- 
duire dans la discussion de ces sortes de surfaces; et, pour cett$ 
raison , nous croyons superflu de nous y arrêter Les mêmes con- 
sidérations pourraient également être appliquées aux cûurbes à double 
courbure. 

26. Nous terminerons psur observer que les courbes doiit les 
équations renferment des fonctions circulaires des variables ont été 
jusqu'ici tout aussi incomplètement construites que celles qui viennent 
de nous occuper ; ce qui tient , comme on peut déjà Tenlrevoir , 
à ce que dans leur construction on a négligé d'avoir égard aux 
différens arcs auxquels répond , en général , une même ligne tri- 
gonométrique. Nous nous proposons de traiter ce sujet dans un 
.autre mémoire où nous ferons connaître , en particulier , quelques 
propriétés de la cycloïde qui , dépendant de la multiplicité de ses 
branches , n'avaient pu encore être remarquées. 
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ARITHMÉTIQUE. 

Démonstration élémentaire de la valeur infinie de la 
somme des ins^erses des nombres naturels ; 

Par M. L. C. Bouvier , ex- officier du génie , ancien élève 

de l'école polytechnique. 



s 



OIT posée 

I I I 1 III 

I I I X I t . î . 

nous aurons ëvidemment 

et par suite 

jr-|-jy = 2y ou ^=/ • 

Mais , d'un autre côté , y n'étant autre chose que x , dans laquelle 
on a augmenté tous les dénominateurs d'une unité , si ;r , ^ , z 
avaient des valeurs finies , on devrait avoir 

x>y . 



I 






7 



X- 



X- 




4o QUESTIONS PROPOSÉES. 

Cette relation étant donc incompatible avec la précédente j il en 
faut conclure que s ei y sont infinis , et que conséquemment leur 
somme z Test aussi. 

Il faudrait bien toutefois se garder de conclure de là que xssy^ 
et que conséquemment 

on n*a en effet x=fy qu'autant que ces deux infinies ne diff<&reni 
que d'une quantité finie qui s'évanouit devant eux ; et c'est pré«< 
cisément ce qui arrive ici ; car ^ comme Ton sait ^ 

T — '■* '•' 'l' 'l 

Log.a = i- _+--.-+ ^--+_._^4..... 

de sorte qu'on a réellement 

X — -yssLog.a , et conséquemmeijit ^>j^, 
comme nous l'avions trouvé* 



QUESTIONS PROPOSÉES. 

Problème de situation. 

±JE combien de manières m couleurs différentes les unes des 
autres peuvent - elles être appliquées sur les faces d'un polyèdre 
régulier ; m représentant tour à tour les nombres 4,6,8; 

12 , 20 ? 



X- 



X- 



• 



»■. 



--.■ ' • .. 
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ÉQUATION LINÉAIRE DU PREMIER ORDRE. 



ANALISE TRANSCENDANTE. 

Nouvelle méthode pour l'intégration deTéqitalion linéaire 
du premier ordre à deux variables ; 

Par M. L. C. Bouvier , ex-officier du génie , ancien élève 
de l'école polytechnique. 



\Jn se tromperait étrangement si l'on croyait avoir tout fait dans 
l'analise , lorsqu'on a trouvé une méthode propre à résoudre cha- 
cune des qiieslions qui dépendent de ses procédés. Outre qu'en 
effet les divers chemins qui conduisent au même but peuvent fort 
bien nêire pas tous également aisés à parcourir ; il arrive souvent 
que . tandis que certaines méthodes sont exclusivement propres à 
l'objet particulier pour lequel elles ont été imaginées , d'autres , 
au contraire , semblent ouvrir devant elles une voie nouvelle, et être 
de uiiture à s'étendre à nn grand nombre de recherches analogues. 

Ces réflexions nous serviront d'excuse , si nous revenons ici un 
moment sur un sujet qui semble épuisé depuis long-temps , en 
indiquant, pour parvenir à l'intégration de l'équation linéaire du 
premier ordre entre deux variables , nn procédé tout-à-fail nouveau, 
et qui nous parait susceptible d'<!'tr£ étendu au-delà de celte appli- 
cation particulière. 

Soit réquatioQ 

Tom. XV, n." Il, ..*' aoâ/ 1824, 6 



43 ÉQUATION LINÉAIRE 

dans laquelle P, et Q^ âoot supposes des fonctiom fuekoB^es 
de a; sons y. En la diffërenUant , xm trouve 

d** •" ' d*^d* •'^^ d« ' 
ou , en mettant pour — sa valeur donn^ par la proposée , 






;=(''.-+^>+('.«-+^)> 



de sorte qu'en posant 
im aura 

OÙ P« et Çs seront encore, conune dans (i), des fonctions de 
s sans j« 

U est clair , d'après cela , que , si l'on pose , 

on aura 



B =^,r+Ç, . 



oii P| et Ç, seront toujours des fonctions de x sans ^ ; de mamère 
qu'en continuant ainsi , on aura , en général , 
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oii P^ et Q^ seront encore des fonctions de x sans y , et ii un 
nombre entier positif quelconque. 

Si> danS'Cette dernière ëquatioo ,. on- suppose /2=o, elle deviendra 

^ ou r-^,r+Çor 

d'où. 

d'où Ton Toit que Tintëgration de la proposée se réduit fiualement à 
déterminer les deux fonctions P» et Q^. Or , c'est là une chose 
très-facile , ainsi qu'on va le voir. 
En différentiant l'équation (3) , on a 

d««-«-« "" " cU dx -^ àx * 

OU , en mettant dans le second membre pour -^ sa valeur donnée 
par l'équation ( i ) ^ 



^ =("■-.+ ^;^>+(«A+^). 



dx 



Fâsant ^ dans cette dernière y ns^o , elle deviendra 



= ('A+^)r4 («.".+ ^.) 



Celle-ci devant être identique avec Téquation (i) > on aùr« 
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^•^<'+-S=^" (4) Ç./»o+-^>Ç. . (5) 

La première de ces équations donne 



i-p. 

d'où en intf^grant 



Log. ^ =:^JPAx , 



C étant la constante ; c'est-à-dire , 



i-p„=cr-^'^ . (6) 

On tire ensuite de l'autre 

m 

dÇo = Ç.(i -P,)Ar =CÇ,d*.tf"^'^ . 
d'où , en intégrant y 

substituant enfin les râleurs de Qq et de i— Po d^os la formule 
(3) , on aura 

r- =«. je- Çid* , 

c'est la formule connue dans laquelle , comme Ton Toit , il ne faut 
point ajouter de constante à l'intëgrale /Pidx » mais seulement à 
l'intégrale /e.--/^<'»Ç,dx. 
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SS9E 



GEOMETRIE ELEMENTAIRE. 

Démonstration dun théorème de M. LhUilïer , énoncé 
dans la Bibliothèque universelle (mars 1824, p. i6g ). 

Par un Abonne. 



j£ ROBLÈME. Déterminer faire au polygone dont les sommets 
sont les pieds des perpendiculaires abaissées sur les directions des 
côtés d'un polygone régulier donné , d'un point donné sur le plan 
de ce polygone ? 

Solution. Soient m le nombre des côtes du polygone régulier 
donné , et r le rayon du cercle circonscrit. Soit pris son centre 
jpour origine des coordonnées rectangulaires , et faisons passer l'axé 
des X positifs par Tun quelconque de ses sommets. Les équations 
d'un sommet quelconque seront de la forme' 



jrssrCos. 9 y=rSm. , 

m "^ m 

où n représente un nombre entier positif quelconque. On en con- 
clura les équations du sommet qui suit immédiatement celui-là en 
y changeant n en /2-|-i ? c^ q^t donnera 

_, a(/i+i)w ^. a(n+i)ii 
jTjrrrGos. , yrrrSin. ; 
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réqualion de la droite qui passera par ces deux points, sera donc 

IVquation de l'un quelconque des cotés du polygone. Cette équation 
est 

y^rS\n.^ = '1 !:L(*-.rCos. '!^ \ ; 

^ m _ 2(11-1- On ^ aiiii\ m J 

(jos, ■- i. ■ ■■-Los.^i^ . • 

m in. 

et, en- observant que r "'Cot. -g. (/y ^-y) , on la^ réduic*- 

simplement à 



y— rSin. — ss-^Cot. -—^^ ( x — rCos. — ) , 

•^ m m \ m / 



ou bien 



[ jT— rGos. — jCos. — ^^^^-^ + r r— rSin. — ^) Sin, 
V m j m V "« ' 



m ' 



ou. eu transposant 



xCos. t y Stn» ar(Cos. — Cos. +Sin. — 5in« 1 

n»'^ m- (m mm "*) 

ou^ enfin , en simplifiant , 

ârGos. ^ ^ +jrSiu. ^ =rGos. — . (i) 



m ■" m m 



Soit h la distance du centre du polygone au point donné sur 
3on plan, et soit a Tangle que fait cette distance k avec l'axe 
des X y les équations de ce point seront 

;rf=;^os.a , y.s^Sin.a ; 

et r^éqpatioQ de la perpendiculaire abaissée de ce même point sur 
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la direction du côté dout nous venons de déterminer l*équation 
sera 

.(*-ytCos.«)Sin. ^^^^ ~(/-*Sin.a) Cos. ^^^J^=o ; (2) 
mais l'équatioa (i) peut être mise sous cette aatre forme 

(x.ikCos.-)Cos/^2±^+(^*Sm.*)S.n.îïî±il:sTCo5 '-ftCo.. r^îi!^-.! (3) 

m m m Li ut J 

En considérant les équations (2 et 3) comme les deux équation» 
d'un même problème , jt et ^ seront alors les coordonnées du pied 
de la perpendiculaire. On tire d'ailleurs de leur combinaison 



-.ACos.a= jrCos. -^ _ACos.pi!î±^— a"l jcos. 



(tn4-l)ar 



y*-— usinas (rCos. ACos.l ———al JSin. ; 

' (m L"*J) "* 

d'où II est facile de conclure pour là longueur p de cette per* 
pendiculaire 

Si Ton représente par p^ la perpendiculaire qui précède imtfté- 
diatemenf celle-là , on en conclura là longueur de celle de ^ en 
y changeant n en a«-i , ce qui donnera 

^'ssrCos. — — *Cos- 1 — ' -i-a j ; 

m L ''* J 

on pourra ensuite mettre ces deux ydeufs 8dûs<ceite autre formt 

psrrCos. KIos. 1 (.— ^— a J+n J si. . , 1 
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n est manifeste d'ailleurs que l'angle de ces deux perpendiculaires 

sera égal à l'angle extérieur ou encore à l'angle au centre du poly— 

a» 

gone donné , c'est-à-dire que cet angle sera égal i — ; d oà il 

fit 

suit que ces perpendiculaires formeront avec la droite qui joint 
leurs pieds un triuigle dont l'aire sera , suivant les principes connus , 

•j/3/i'Sin. — . En mettant donc pour p et p^ les valeurs ci 

on obtiendra pour Taire de ce triangle 



Le polygone dont l'aire est demandée sera composé de m triangles 
dont on déduira Taire de cette expression , en y mettant tour à 
i tour pour n tous les nombres naturels , depuis o jusqu'à /?» — i , 
inclusivement. On aura donc Taire demandée en sommant l'ex- 
pression ci-dessus depuis la première de ces deux limites jusqu'à 
la seconde. 

Mais y pour faciliter cette sommation , remarquons d'abord que 
kfs deux facteurs qui suivent le coefficient -^ peuvent être écrits 
ainsi 

rCos.-^ — ^Cos. — Cos. /—^ — a j +i^Sin. — Sin/— — a j 

m : m \m /- m \ m / 

m « 

7€es. - -*Co$.-=^ Cos. (~ -<\ — fôin. - Si» f — -a^^ 

m m \ m / m \ m / 

ce qui donne .poi^ leiir produit 
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fr-ACos. (^^a) \ Cos.*— -*»Sin.» - Sin.' (— -o^ 
oa en développant 

r»Co«.» --aftrCo».» - Ços.f— --l+ik'Cos.'- Cos.»f— —V^^Sin.»- Sin.»f^-«^ 

"mais on sait que Cos.V=^(i+Cos.2/) et Sin.V=|-(i— C0S.2/) ; en 
conséquence, ce produit pourra être mis sous cette autre forme 



r*Cos,* - — 2^rCos.* — Cos. ( — -^ol\ 



fil m \ M 



+ iA*Cos.« ^ji4Cos.(^~3a)î-i*«Sm.« ^ ji^Cos/^-aa^j 



ce qui revient à 



r'Cos.* — — 2^rCos.* — Cos. f —a ) 

m m \ m ■/ 

+ ^k' fcos.»-^ — Sin.* — "j + T^^'Cos/^-sa^ 



t>u encore 



r«Cos.* '+lA»Cos.— — 2;trCGS.«- Cos/^-aVf>t*Cos/— -2otV 



OU enfin 



Tr*+i(r''{k')Cos.~2irCos^ £ Cos./^-a> +Lk^Cos. (^-^a) . 

Pour avoir Taire du triangle, il faudra encore multiplier ce déve- 
loppement par ^ Sin. — , ce qui donnera finalement 

Tom. XV. 7 
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. ijr»+(r«+*»)Cos.^Jsin. '^ 

— i*J4rCos.*— Cos. ( — —a^—ACoS. ^ 2a\\ 

n r<fsulte de là que l'aire cherchëe du polygone sera 



? ! r*-\-(r*+k*)Cos. ^ j Sin. 



m 



-i*^ 



i*J4rCos.*^ SCosY ^ -«^ — «Cos/^ -2a^ ! ; 

les sommes ëtant prises depuis itss-o jusqu'à nsm— i. 
Or , il est connu (*) que 

Posant donc , 1/ 



aar 



m 



il Tiendra 



Cos I a ISin. 

/an» \ L »» J 

ZCos.( — a j = 



m 



= 



t^osant , eu second lieu , 






nous trouverons 



Mta 



(*} EuLER g Introd. in ûnàlf. in/. ( tom. I , chap. XIV , n.* a6o )• 
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Cos. — 2at I^in 

ÏCos. ai]= — — 



^jEo coQS^ueace , l'aire du polygone se réduit siiupk-meut k 
^ /■»H-(r'+A')Cos. ^ Sin. ~ , 

c*csl--i-dire qu'elle sera tout-à-fait indépendante de a ; d'oiî résulte 
ce théorème : 

THÉORÈME. Si de Tun quelconque des points du plan d'un 
polygone régulier on abaisse des perpendiculaires sur les directions 
de ses côtés , les droites qui /oindront consécutivement les pieds 
de ces perpendiculaires formeront un nouveau polygone non régulier , 
inscrit au premier , dont faire ne dépendra uniquement que du 
rayon du cercle circonscrit au polygone primitif et de la distance 
de son centre au point d'où partent les perpendiculaires ; de sorte 
que cette aire sera la même pour toutes les situations de ce point 
sur une même circonférence concentrique au polygone primitif 

C'est en cela que consiste le théorème de M. Lhuilîer que nous 
nous étions proposé de démontrer , et qu'on peut encore énoncer de 
la manière suivante : 

THÉORÈME. Le lieu des points du plan d'un polygone régulier 
desquels abaissant des perpendiculaires sur les directions de ses 
côtés , Taire du polygone qui a ses sommets aux pieds de ces 
perpendiculaires est constante et donnée , est une circonférence ayant 
même centre que le polygone régulier donné. 

Dans le cas particulier où 02 = 4 > c'est-à-dire lorsque le polygone 

donné est un quarré , à cause de Cos. — =0 et de Sin. — .î= o , 
l'aire du nouveau polygone se réduit i r" , c'est-à-dire qu'alors 
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celte aire est constamment raoilié de celle du quarr^ donné, quell* 
que soit la siliialioii du point de d<*part'des perpendiculaires. M. 
Lliuilier regarde ce cas comme une exception toiit-à-fail estraordi- 
naire sous le point de vue logique ; mais nous ne saurions par- 
tager sa surprise à cet égard. Les exceptions de ce genre sont en 
eO'et très-fréquentes dans les sciences exactes ; et , lorsqu'on dit qu'une 
quantité est fonction de plusieurs autres , on Vfut seulement dire 
qu'elle ne dépend au plus que de ceIlos-I.j , sans prétendre qu'elle 
dépende de toutes dans tous les cas. Le rayon du ciTcle des points 
de la circonférence duquel peuvent partir les perpendiculaires est 
déterminé , en général , pour un polygone à construire d'une aire 
donnée ; mais , dans un cas particulier , ce rayon dcviii,! indéterminé 
s'il n'est pas impossible, circonstance fort ordinaire dmis les recherclies 
mathématiques. 

Que , par exemple , on demande de construire un quadrilatère 
dont les quatre côtés consécutifs soient a , i , c , t^ , le problème 
sera indéterminé, parce qu'en général il faut cinq conditions pour 
déterminer un quadrilatère ; mais si , pour en lever l'indétermination , 
on exige en outre que les deu\ diagonales du quadrilatère à cons- 
truire se coupent k angles droits , on trouvera aisément qu'alors te 
problème n'est possible qu'autant qu'on a 

et que , si les quatre côtés donnés satisfont h cette condition , le 
problème demeure indéterminé. 
' L'aire du polygone régulier donné est 

' " ic- " 

— r'oin. — ; 



mais, si l'on suppose k=io , le point de départ des perpendiculaire» 
sera le centre même de ce polygone , et le second polygone sera 
le polygone régulier formé par les droites qiii joignent les milieux 
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des ^tés consëcutifs de celui-là. L'aire de ce second polygone se 
réduira alors à 

— r'Cos,* — Sin. — > 

SL m m 

comme on le trouverait d'ailleurs directement. 

La distance k étant quelconque, plus m sera grand et plus le 
polygone r^gnlier donné tendra à devenir un cercle ; donc aussi 
l'autre polygone tendra de plus en plus à devenir une ligne courbe ; 
et il le deviendra en effet lorsque m sera infini ; mais , dans ce cas , 

•on aura Cos. — = t et mSin. — =m. — =2txr ; en conséquence , 

m mm*' 

la surface terminée par cette courbe aura pour expression 



c'est-à-dire qu'elle excédera la surface du cercle donné d'une quan- 
tité égale à la moitié de la surface du cercle qui aurait k pour 
, rayon. Cherchons l'équation de cette courbe. 
Soit 

l'équation du cercle donné ; l'équation de la tangente en l'un quel- 
conque i^^ ^y) des points de sa circonféreuce sera 

sous la condition 

j:/»+y»=r» . (2) 

Si d'un point fixe (a , i) nous abaissons une perpendiculaire sur 
cette tangente , l'équation de cette perpendiculaire sera 

(x^a)y^(y-6)x^s=:Q . (3) 
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Si donc nous ^iminons x' et y' entre ces trois éqnatîoiis , l'équa- 
tion ri^suhanCe en x ei ^ sera celle du lieu des pieds de toutes les 
perpendiculaires , c'est-à-dire , l'équation de la courbe cherchée. 

On tire des équalious (i) et fS) , par i'i'limination allernaiÎTe 
de y* et x' 

\x{x-d)-\'y{y—h)\x'=i^r\x—a) , 

\x{x-a)-\-y{y^l)\y'=T*{y—h) ; 

prenant la somme des quarrés de ces dernières , en ayant »^gard & 
l'i^quation (3) et divisant ensuite par r» , on aura pour l'équatioo 
de la courLe dont 11 s'agît 

\xix~^a)-\.yiy-h')\=^r^K{x-ay-ir{y-hy\ . 

Cette équation est celle de /a courhe décrite par le sommet dun 
angle droit mobile dont l'un des côtés est constamment tangent i 
un cercle , tandis que Vautre passe constamment par un point fixe 
pris sur le plan de ce cercle. 

La soliiiiou que nous avons donnée du problème est sans doute 
fort dilïérentc de celle de M. Lliuillet , à en juger du moins par 
la manière dont ce géomètre a contuie de proce'der dans ses divers 
ouvrages. Il y aura sans doute mis plus d'art et de finesse que nou5> 
et aura par suite été plus brief. Mais nous pensons que notre solu- 
tion n'en sera pas pour cela moins utile, précisément parce que c'est 
pour ainsi dire une solution terre-à-terre. Il importe en effet que 
les commenraus se persuadent bien que , si beaucoup d'habitude 
et de sagacité peuvent être nécessaires pour traiter une question de 
mathématiques avec élégance et brièveté, l'analise algébrique met 
néanmoins aux mains des hommes les plus ordinaires toutes les res- 
sources nécessaires pour arriver d'une manière plus ou moins rapide 
et pour ainsi dire mécanique, à la solution de tous les problèmes 
qtli peuvent être proposés. Et, comme nous ne saurions nous pro- 
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mettre d'avoir toujours Tesprit conTenablement disposé aa moment 
même où nous avons besoin de résoudre lin problème , le plus grand 
service que puissent nous rendre les sciences est de nous faire devenir 
machines par rapport à la plupart des objets dont nous avons à nous 
occuper; d'autant que, comme l'a dit un écrivain philosophe, les 
machines ont sur Tintelligence le précieux avantage de n'éprouver 
ni distraction ni lassitude. 

M« Lbuilier observe , avec beaucoup de raison , que ce n'est 
point savoir la science que de savoir simplement démontrer et ré- 
soudre les théorèmes et les problèmes qui se trouvent traités dans 
l'auteur qu'on a étudié , et qu'il est nécessaire que les jeunes- 
gens s'exercent ensuite à aller d'eux-mêmes. C'est pourtant une 
chose tout-à-fait négligée dans la plupart des écoles publiques , 
et dont même on ne s'occupait nulle part il y a moins de qua- 
rante ans. Cela tient à ce que le plus souvent on confie l'enseigne- 
ment à des hommes qui ont tout juste le degré d'intelligence nér 
cessaire pour comprendre les auteurs qu'ils enseignent. Ce fâcheux 
état de choses ne pourra aller y au surplus , qu'en empirant , tant 
qu'on ne travaillera pas à former d'habiles professeurs ; et on en 
trouvera peu de tèb à former aussi long-temps qu'on n'environnera 
pas les fonctions de l'enseignement d'une considération qui y attire 
des hommes capables et les dédommage des avantages qu'ils pourraient 
obtenir dans les autres carrières de la vie civile. 

Lyon , le 1 7 mai 1 824* 
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Discussion des formules qui donnent les sinus et cosinus 
de la moitié dun angle en fonction soit du cosinus 
soit du sinus de cet angle ; 

Par M. L. C, Bouvier , ex-oflScîer du génie , ancien élève* 

de l'école polytechnique. 



V/N sait que , quel que soit un angle or , on a . 

2Sin.»jjr=&i— Cos^JT , :iCos,*-jjr=si+Cos.j: ; 

d'où on tire 



» 

Il sera facile de lever Tambiguité qui résulte dés doubles signes 
de ces formules au moyen des remarques suivantes : 

I.® Si x est compris entre 4^ftj et (4/2+i)tBr , j^x sera compris 
entre 2/îtar et 2/2txT'f- jtar , et conséquemment on devra avoir 

Sin.-i.:r=: + /i(i-.Cos.*) , Cos. ijr=+/i (i+Cosjp) • 

2.^ Si X est compris entre (4/ï+i)tBr et (4/24*^)'^ > i"^ sera 
compris entre 2nvr+-j'cr et a/2tiT+-tBr , et conséquenunent on 
devra avoir 
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3.® Si X est compris entre (4n+2)m et (4/î+3)«' > t**^ sera 
compris entre 3/itxr+«r et 2nf9'\- \fsi el cônsëquemment on devra 



avoir 



Sin. jjr=:— v/4(i— Cosjc) , Cos. i or = — y^ i ^i+Cosor) • 

4.^ Enfin, si ^ est compris entre (4/2+3)1^ et (4'2+4W>«T^ 
se trouvera compris entre 2/2tT+;j-tT et 2(/2+i)tBr , et consëquem-* 
ment on devra avoir t 

Mais , comme Tobserve M. Legendre 5 dans sa trigonométrie , au 
lieu d'avoir le sinus et le cosinus de la moitié d'un angle en fonction 
du cosinus de cet angle , on peut dësirer de les obtenir immé- 
diatement, en fonction de son sinus. On y parviendrait d'abord 
-facilement en substituant dans les formules ci'-dessus la valeur 

Cos. JTss + ^ i->5in.>j9 y 

et discutant ensuite , comme ci-^lessus , leâ signes du siecond radical 
qui doivent répondre à chaque cas ; mais on doit éviter autant 
qu'on le peut dans les formules les radicaux superposés, attendu 
l'obligation qu'ils imposent d'extraire les premières racines avec 
beaucoup plus de chiffres décimaux qu'on n'en a besoin dans le 
lésultat final ; et ces radicaux superposés peuvent , dans la question 
qui nous occupe , être facilement évités. 

Oir a en effet , quel que soit x ^ 

Tom. XK 8 
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Sin.»^jr+Cos.*Y^=ï t 



4» 



28111.4 :rCos. -r ^ = Sin. JT 



Prenant tbnr à tour la somme et la différence de ces deux ^t- 
lions , on aura 

(Sin.ijT+Cos. jjr)*=: i4-Sin.ar , (Sin.^:r— Cos. yt)*ssi— Sin.;r ^ 
d'où on conclura 

ê 

Sin,y4r+Cos.T^=^3y/i-fSin.«, Sin.jo:— Cos. 7^:^+4/ i—sin.* ; 

'équations qui donneront immédiatement , par addition et sous- 
traction, les valeurs de Sin.^^r et Co^^x ^ dès qu'on' aura levé 
Tambiguité qui résulte des doubles signes de leurs seconds membres. 

Et remarquons bien que , dans lé cas actuel , la discussion de 
ces signes est d'une toute autre importance qu'elle ne Tétait dans 
le cas précédent. Alors , en effet , en la négligeant , nous aurions 
du moins obtenu les valeurs absolues de Sin. -lor et de Gqs.\x ^ 
et nous n'aurions été exposés au plus qu'à une erreur de signe 
qui quelquefois n'est d'aucune importance , tandis qu'ici y où les 
valeurs de Sin-^j; et Cos.jX doivent se composer de deux termes 
radicaux , une méprise sur les signes de ces radicaux pourrait 
entraîner une erreur tant sur la valeur absolue que sur le signe 
dé la quantité cherchée. Examinons donc quels doivent être les 
Agnes de ces radicaux dans les différens cas. 

!•* Si :r est cpiopris entre ^nm et ^nm^^m , j-x sera compris 
entre â/itsr et 2;2t8r-f ^'c ; Sin.^jr et Cos. 7 jt seront donc tous deux 
positifs; mais on aura Cos.7:r>Sin.7jr ; d'où il suit qu'il faudra 
prendre 
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2.® Si X est compris entre ^^w+t^' «t 4^tir4-«r ^ -yor sera 
ifemprîs entre 27itxr+ ^ -cT et 2/itsr+7«r; Sin.-jj? et Cos.^^r seront 
donc encore positifs ; mais , comme oa aura alors Sin.7;r>Gos. j:sp^ 
•iL faudra prendre - 

Sin f x+Cos,7^=+v^i4^in^, Sin.-jX--Cos.7jr =+/i--§iii., . 

3.* Si ir est compris entre 4^fST+m et 4^ji^+-it7 « j^ M 
trouvera compris entre 2/2t;T+^t;T et 2/2txT4- 4 'or ; Sin*~jr deçieurera 
toujours positif; mais CoS. jJt sera nëgatif et moindre que lui, 
abstraction faite de son ^gi^j on aura donc 

jSm.7 jr4-Gos. 7 jrsaB+ y i+Sin.* , Sin.7^-.CpS.7jr=+j/i— gin^». 

4-^ Si JT se trouve compris entre ^«r+-i«y et 4^^'^2^9'^s 
sera compris entre ^/iv-f-ltir et anm+m; Sin-^jr ^era encore 
positif et Cos^j^r négatif; mais , comme ce dernier sera plus grand, 
abstraction faite de son signe , que ifi j^emier ^ il iandra prendre 

Sin.7dr+CoS.7jrs=— v/îIfSInût, Sin.j^r— Cos.jjras+j/i— sin^. 

5.^ Si JT est compris entn^ 4^m^:tm et ji^tj-^^fCT^ jx n 
trouvera compris entre 4^tar+v et 4^'cr+4'cr; Sin. 7^ et Cos. 7 jt 
seront alprs tous deux négatife ; mais , abstraction faite 4^ #i^;n9S, 
Sin. 7 X sera le plus petit des deux ; de sorte qu'on aura 



Sin. 7 jr-|-Cos. ioT = -- ^ 1 4.SÎM j JSin.7jr— Cos.-;4r?=+v/i*-Siii.x« 
6*^ 'Si X est -ooBiijpris euVfe ^'^éCF-^j^ et .^^o-J-S^r , -^x se 
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trouvera compris entre awtsy+^tjT et 2/2t«T+4"®'> Sin. jx et Cos»-jr 
demeureront encore tous deux négatifs / mais , abstraction faite des 
signes, ce sera alors Sin.-^or qui sera le plus grand; on devra 
donc écrire 

Sin 7j:«+Ct>s:l. = --|/i+5in.«, Sin.^^— Cos.|^ar=: — /i—Sini. 



*? 



7.® Si X est compris entre 4^m'^3'CT et ^^tsT-^-^m ^ Ity se 
trouvera compris entre 2«t!T+7^ ^t 2;îtBr+ «^ tsr ; Sin. -i jt demeu- 
rera donc toujours négatif; mais Cos.-ijr redeviendra positif, et' 
sera le plus petit des deux , abstraction faite de son signe } il 
faudra donc écrire t 

Sin.Yar+Cos.Ycr=— ^/i+Sin.*, Sin.:r — Cos.:r:=:— y/ 1— -sîdup • . 

8.* Si enfin x est compris entre 4^vr'^^vT et (4/ï+2)iir , jx se 
trouvera compris entre ^nfsr+jxsr et (2/i+i)tïy; Sin^.jr sera 
encore négatif et Cos. ^ x positif ; mais , abstraction faite des signes , 
ce dernier deviendra le plus grand ; d,p sorte qu'on devra avoir 

Sin;^^+Cos.^j:=+v/T+5kr5, Sin.y^— Cos,i:r=a~y/i,.,^n^ • 

De toute cette discussion résultent , en résumé, les conséquences 

suivantes : 

> 

;.^ Sl:r est compris entre ^w^+î-v et 4'ï:ct+ i «r , on aura 
«t par suite 



J 

.4 
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2.* Si s est coiûp/is entre 4^vr+ j tar et ^nm+' ~ w , on aura 

• - • ... 

F 

fl^ar suite 

Sin. i^=r i (— j/ i+Sin.»+v/xTSîû.*) 9 
Cos. Ya;;5s T (— / i+Sin^— l/ 1— 5m^> . 



3. ® Si ^ est compris entre 4^vt+ |^ tjr et 4«tïT-|- ^ tnr , on aura 

Sin.Y^+Cos.f4rss— j/7+5ïn3, SiïLJri^— €05.7^:5=— y/ i—Sino?, 
et par suite 

Sint-j-ors •5-(— v/i+Sin.* — v/'—*^^»*) ^ 

Cos. j^s= 7(— v/»+Sînaî+/i— Sin.ap) . 

4.* Si enfin or est compris entre y^tr+i"^ ^^ 4'^tBr+ 1- -er , 
on aura 

» . 

« ■ 

Sin i:r4-Cos. j:r=s+/i+Sia.« , Sin.jjr— Cos.jxs— /i— Sin^ t 

^t par suite 

Sin.y^rr: ^(+V/i-fSia.»— v/i— Sîn.«) > 
Cos. 7 ^= 7 (+/ i-fSinuc+/ 1— Simop) . 

M. Legendre donne uniquement ces dernières formules p et les 
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donne comme générales; mais il suffit, pour s'assurer qu'elles ne 
le sont pas , d'y faire :r=tsj. Sa méprise paraît venir en partie de 
ce qu'au lieu de chercher directement ces formules , aiusr que nous 
venons de le faire , il s'est contenté de les vérifier par l'élévation 
au quarré , ce qui conduit à un résultat pareil à celui que doar 
nerait le deuxième cas. .^ 

Nous ne disons rien du cas où Tàngle x sejrait n^tif , attendu 
que les relations entre les sinus et cosinus de deux angles qui ne 
difierent que par le signe sont assez connues» 



QUESTIONS RÉSOLUES. 

Solution du problème de géométrie énoncé à la poge 

120 du XllI.^ volume des Annales ; 

Par M. Gergomivb. 



Arkvrr de résoudre le problème proposé, nous non occuperons 
d*abord du Suivant , qui est pour la géomfétrie plane ce qu'est l'autre 
pour la géométrie de l'espace* 

PROBLÈME. Une des propriitis du cercle est que tes tangentes 
aux extrémités de chacune de ses cordes font des angles égaux 
avec elle \- mais cette propriété pourrait fort lien ri être pas exclu* 
siye au cercle. On propose donc d examiner si elle ne conviendrait 
pas à d'autres courbes planes^ et de donner , dans le cas de 
r normative , F équation générale de ces courbes f 

Ou 9 en d'autres termes , 
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PROBLÈME. Quelle est V équation la plus générale des courbes 

planes dans lesquelles les tangentes aux deux extrémités de 

leurs cordes se coupent sur la perpendiculaire au milieu de ces 

cordes ? 

Solution. Prenons respectivement pour axes des x et des y ta 
tangente et la normale en un point quelconque de la courbe 
cherchée , lequel point sera consëquemment Torigine des coordonnées; 
et soit {x' j y^) un autre point quelconque de cette cdujrbe. La 
corde qui joindra ces deux points aura pour équation 

- y 

la tangente à Tune de ses extrémités sera Taxe des x lui-même , 
et la tangente à son autre extrémité aura pour équation 

Quant à la perpendiculaire sur le milieu de la corde , son équation 
sera 

et il faudra que cette tangente et cette perpendiculaire coupent 
Taxe des x au même point II faudra donc qu'en faisant y=o , 
dans les équations. ( i , 2) , on en tire la même valeur pour :t. 
Or, elles deviennent ainsi 



éliminant donc x entre elles, et supprimant ensuite les acpens^ 
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dâormais superflus , ou obtiendra pour l'équation difTi^reiitielIe des 
courbes cherchdes 



ou bien 



(x*^y')àysi2xydx , 



(j^'+y^)dy^2f{xdx'\'ydx) , 



ou encore 






['où 



équation commune à tous les cercles qui touchent Taxe des x à 
, l'origine. 

On peut donc dëiînir indistinctement le cercle une courbe telle 
que les tangentes aux exirimitis de ses cordes font des angles 
égaux a^ec elles , ou une courbe telle que les tangentes aux ex- 
trémités de ses cordes se coupent sur les perpendiculaires è leurs 
milieux ; ce qui rentre à peu près dans ce qui a été démontré 
géométriquement (tom. XIV, pag, 3i6 ). 

PROBLÈME. Quelle est F équation la plus générale des surfaces 
courbes dans lesquelles les plans tangens aux deux extrémités de 
leurs cordes se coupent sur le plan perpendiculaire au milieu de 
ces cordes ? 

Solution. Prenons respectivement pour plan des xy et pour axe 
des z le plan tangent et la normale en un point quelconque de 
la surface cherchée , lequel point sera conséquemment l'origine 
des coordonnées rectangulaires ; et soit {x^ ^ y^ ^ z' ) un autre 
point quelconque de cette surface. La corde qui joindra ces deux 
points aura pour ses équations 
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« r « 

^— *** ""— ^"* «■■ • 
X^ ^ f £' * 

le plan tangent à Tune de ses extrémités sera le plan des xy lui- 
même y et le plan tangent à son autre extrémité aura pour équation 

cpant au plan perpendiculaire sur le milieu de la corde y son 
équation sera 

et il faudra que ce plan tangent et ce plan perpendiculaire coupent 
le plan des xy suivant la même droite. Il faudra donc qu'en 
faisant z=o , dans les équations (i , 2) ^ on en tire des équations 
en ^ et ^ qui expriment la même droite. Or , ces équations sont 



On devra donc avoir 



de 






Tom. Xr. 
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c* est-à-dire » en chassant les dénominateurs et supprimant les accens 
désormais superflus 

, y . X dr dr 

équations d'où on tirera 

dr 2MZ iz ^yz 



dx a:*»f^*— z» ' dy x*-f^'— z* 



piris donc qu'on a 



^'=:£'*^+^^J^' 



1 équation différentielle totale de la surface cherchée sera 

apa-fy»— z» * 

c'est-à-dire , 
ou encore 
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âz <i(*'+r'+^0 



x*+y*+z* ' 



d*où y en intégrant , 



x^+y*+z*=:2Cz , 



Àjuûtion commune à toutes les sphères qui touchent le plan des 
xy à l'origine. 

On peut donc définir la sphère une surface telle (juc les tan- 
gentes aux extrémités de ses cordes se coupent sur les plans per-- 
pendiculaires à leurs milieux ; ce qui rentre à peu près dans ce 
qui a été démontré géométriquement ( tom. XIV , pag. 317). 

PROBLÈME. Une des propriétés de la sphère est que les plans 
tangens aux extrémités de ses cordes font des angles égaux as^ec 
elles ; mais on conçoit que cette propriété pourrait fort bien n'être 
pas exclusii^e à la sphère» On propose donc d examiner si elle 
ne com^iendrait pas à d'autres surfaces courbes , et de donner 9 
dans de cas de rajffirmatii^ey F équation générale de ces surfaces ? (*) 

Solution. Tout étant supposé ici comme dans le précédent 
problème , il faudra exprimer que la corde fait des angles égaux 
tant avec le plan tangent qu'avec le plan des xy ; égalant donc 
entre eux les sinus de ces angles y nous aurons 

àz' àzf 

, Z'^^X* -—y/ 



y/ac/»-j_y/a+^/a 



^<.^,.+.,j,+(^; )•+(-£!)■; 



O C'est proprement là la question qui a été proposée. 
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ou en simplifiant , chassant les dénominateurs , quarrant et sup- 
primant les accens désormais superflus 



Telle est donc Téquation différentielle partielle commune à toutes 
les surfaces demandées ; équation qu'il s'agirait d'intégrer pour avoir 
la solution complète du problème. 
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Solution du premier des trois problèmes de géométrie 
énoncés à la page 3o8 du présent volume ; 

Par M. Stein 9 professeur au gymnase de Trêve » ancien 

élève de l'école polytechnique. 



JlROBLÈME. Quel est le lieu des points du plan d^un triangle 
desquels menant des droites à ses sommets , puis , par ces mimes 
sommets respectis^ement , des perpendiculaires à ces droites , ces 
perpendiculaires forment , par leur rencontre , un triangle circonscrit 
équivalant à un carré donné ? 

Solution. Soît k^ Taire du carre donné. 

Soit rapporté le triangle donné à deux axes rectangulaires quel* 
conques , et soit alors {x ^ y) le point dont on cherche le lieu. 

Soient en outre ( ^ , i ) , {a^ ^ b' ) ^(^a^' ^b'*) les trois sommets 
du triangle donné , et ( -Y, r ) , ( A'S Yf),{X^^ y Y'') les sommets 

respectivement opposés du triangle variable de figure et de situation 
dont l'aire doit être constante. 

Ce dernier triangle excède le premier de trois autres triangles 
ayant respectivement pour bases les trois côtés de celui-ci et ayant 
pour sommets les sommets de l'autre. 

Considérons , en particulier , celui dont le sommet est en (-Y, Y) , 
son aire est , comme l'on sait , 
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Mais, parce que les droites qui vont du point (X^ Y) aux points 
(a^ , i^) , (a^^ , If^^) sont respectivement perpendiculaires à celles qui 
vont du point (^9 y) aux deux mêmes points, on doit avoir | 
par les théories connues y. 



i-T* ■ • ■ sso • i*4- ■ • ' rs o 



c'est-à-dire , 



{x—a' )X+{y^b* )Y=a' (x—a' )+i^ (y- 6' ) , 
d'où 



r= 






En substituant ces valeurs dans l'expression de Taire du triangle 
dont il s'agit, elle devient, en réduisant et décomposant. 



Par un simple mouvement d'accens , on trouvera , pour les aires 
des^ deux autres triangles excédans 






a{(^'— ^i*— 0»''— tfJir+(«"^— ^''û; } 
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d'un autre côte, Taire du triangle donné est 

en égalant donc à i* la somme de ces quatre expressions , ou 
obtiendra Téquation de la courbe cherchée. \ 

Présentement , pour simplifier un peu nos résultats , plaçons 
l'origine au sommet (a^^, b^') du triangle donné , en laissant d'ailleurs 
toujours aux axes une direction arbitraire , afin de ne pas trop 
sacrifier la symétrie à la simplicité. En désignant par c ^ c' \a% 
deux côtés qiii concourent à ce sommet et par of/' Tangle compris , 
on aura , comme Ton sait ^ 



*//=:o , û/«+3/*+^:» , aaf'^bb'^cc^Zo%.<xff ; 



en conséquence l'équation de la courbe sera 






(^— ^')x— (a— aOj+cc'Siû.ii'' 



En réduisant tout le premier membre en une seule fraction , et 
ayant toujours égard aux relations ci-dessus , on trouve finalement 
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le lieu cherche du point (a: , j) est donc une ligne du quatrième 
ordre. 

Il est aîsë de voir que cette courbe passe par l'origine ; et , 
comme cette origine est un quelconque des sommets du triangle 
donné , il s'ensuit qu'elle doit passer par les trois sommets de ce 
triangle et qu'elle doit conséquemment lui être circonscrite. Cette 
circonstance ^ au surplus y était facile à prévoir. En prenant ^ en 
effet , un des sommets pour le point (^ 9 y) 9 la direction de 
Tune des trois droites qui doivent concourir à former le triangle 
dont l'aire doit être ^ale à k^ demeurera indéterminée ; d'où il 
suit qu'on pourra toujours prendre cette direction telle que la 
condition soit remplie. 

n est même facile de voir que^ la courbe passera deux fois par 
chaque sommet , puisque les termes les moins élevés de son 
équation sont de deux dimensions en x et y. En ne conservant 
que ces seuls termes, l'équation résultante du second degré sera 
donc l'équation des deux tangentes à la courbe à l'origine. Cette 
équation est 

On doit observer que , comme géométriquement parlant , une^ 
surface n'est proprement susceptible d'aucun signe , i* peut être 
pris indistinctement en plus ou en moins ; de sorte qu'il y a 
proprement deux lignes du quatrième ordre , Tune et l'autre 
circonscrites au triangle donné 9 dont les points satisfont aux 
conditions du problème. 
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"Si 9 au lieu de demander que les perpendiculaires menées par 
les sommets du triangle donné aux. droites qui vont du point 
(s j y) à ces mêmes sommets interceptent un triangle équivalant 
à un carré donné , on exigeait que ces perpendiculaires concou— 
Fussent en un même point y il suffirait , pour plier l'équation 
générale à cette circonstance, d'y supposer A:*=:o, Elle deviendrait 
alors simplement 

équation qui appartient à un cercle ; et y comme alors la courbe 
ne cesse pas de passer par les trois sommets du triangle donné , 
il s'ensuit que celte courbe n'est autre chose , dans ce cas , que 
le cercle circonscrit à ce triangle , comme on pourrait d'ailleurs 
s'en assurer directement. On peut aussi s*assurer bien facilement 
par des considérations purement géométriques qu'en effet si y de 
Tun ijuelconijue des points de la circonférence circonscrite à un 
triangle , on mené des droites à ses sommets , les perpendiculaires 
menées respecti^^ement à ces droites par ces mêmes sommets con-^ 
courront en un autre point de cette circonférence , diamétralement 
opposé au premier. 

Si , au contraire , on exigeait que l'aire k* fut infinie , il serait 
nécessaire et il suffirait pour cela que l'un quelconque des facteurs 
du dénominateur du premier membre de l'équation fut nul ; mais 
ces facteurs y égalés à téro y ne sont autre chose que les équations 
des trois côtés du triangle donné ; donc , pour que l'aire constante 
cherchée soit infinie , il est nécessaire et il suffit que le point 
{x' y y) soit pris sur la direction de l'un des côtés du triangle 
donné ; ce qui est d'ailleurs manifeste , puisqu'alors deux des côtés 
du triangle circonscrit seraient parallèles , et qu'ils ne peuvent l'être 
que dans ce seul cas* 

Considérons encore le cas où l'aire du triangle donné serait 
Tom. XFm lo 
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nulle, c'est-à-dire, le cas où les trois points (a y i) , (a* ^ h^ p 

{a" , h*') appartiendraient à une même ligne droite ; mais , pour 

plus de symëtrie , recourons à nos premières formules. En sup^ 

posant ces trois points sur Taxe des x , nous aurons h^^o f 

^=0 , b^^szo , et les aires de nos trois triangles excëdans de-^ 

vieodront 






^~^ ' 

et , comme d'un autre côté Taire du triangle donné est nulle , 
rëquation du lieu cherché sera simplement 



équation qui se réduit à 

ou encore à 

dans laquelle û^^a^ , a' — a^^ , a^^^^a ne sont autre chose que les 
distances entre les trois points donnés pris deux à deux. 

Ainsi , /es points du plan d'une droite desquels menant des 
droites â trois points Jîxes pris sur cette dernière droite , et 
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irisuitt respectivement par ces trois mêmes points fixes des per-- 
pendiculaires à ces droites , ces perpendiculaires interceptent entre ' 
elles un triangle équivalant à un carré donnée sont les points d'une 
parallèle indéfinie à la droite qui contient les trois points fixes. 
La distance de cette parallèle à la droite sur laquelle les trois 
points fixes sont situés est la moitié du quotient de la division 
du produit des distances deux à deux entre les trois points fixes 
par Faire du carré donné. 

Il faut encore se rappeler ici qu'à cause du . double signe dont 
k* est susceptible 9 la parallèle à la droite qui contient les trois 
points fixes peut être indistinctement menée de côté ou d'autre 
de cette droite. 



mmamm 
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QUESTIONS PROPOSÉES. 

Problèmes de Géométrie. 

I. vJn demande à quelle courbe sont tangentes les cordes d'une 
section conique qui a un centre , menc^es de telle sorte que les 
droites qui joignent leurs extrëmitës au centre de la courbe , forment 
avec elles des triangles rectangles dont ces mêmes cordes sont les 
hypothénuses ? 

IL Les propriétés caractéristiques de la sphère sont , i .• que 
toutes celles de ses cordes qui passent par un certain point fixe y 
ont leur milieu ; 2.^ que ces cordes sont toutes d'une même lon- 
gueur. Les suifaces qui jouissent de la première de ces deux pro- 
priétés sont les surfaces qui ont un centre , et dont il est facile 
d'obtenir l'équation générale. On 'propose de donner également 
réquation la plus générale des surfaces qui jouissent de la dernière 
propriété sans jouir de la première ? 



\ 
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SUR LA THEORIE DES PARALLELES. 



GEOMETRIE ELEMENTAIRE. 

Examen de quelques tentatives de théorie des parallèles j 

Par M. Stein , professeur de mathématiques au gymnase 
de Ti'èves , ancien élève de l'école polytechnique. 



JYIalcré riiiutilîlé des clTorls de ceux qui se sont occupas de 
demouirer la tliéurie des paruHcles , sans aulre secours que celui 
des axiomes d'Euclide, le XI."" seul excepté, on ne cesse do voir 
l'clore de nouvelles tentatives pour parvenir à ce buL 



T. C'est ainsi que M. Legeiidre , qui seniLlait enfin avoir reconnu 
comme tout-à-fait insurmontable la diOicullé dont il s'agit, y est 
cependant roveitu de nouveau , duns la douzième édition de ses 
Elémens de géométrie , et a ni()ine annoncé dans sa préface , d'une 
manière très-positive , qu'il dLait parvenu à établir la théorie des 
parallèles sans aucun postulat nouveau. Examinons , en suivant pas 
à pas les raisonnemens de cet habile géomètre , si sou assertion 
est fondée. 

Soit ABC un triangle quelconque ( fig. i ) dont AC soit le plus 
grand côté , prolongé an-delà de son extrémité C , vers P , P' , 
P",.«... Suit I le milieu du côté BC. Menons la droite AI, pro- 
longée jusqu'en K de manière que AK=AC. Soient pris en outre 
sur AC , Ar=AI et rP=Ar , et menons les droites Kl' et KP. 
Les triangles AKI' , KI'P seront rcspeclivement égaux aux triangles 
Tom. Xy, n.° III , i." septembre 1824. 1 1 
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AGI , BIA , Pt par suite ia somme des angles du triangle total 
AKP sera la même que celle des angles du triangle total ABC. 
D'autre part, AC étant, par liypotlièsc , plus grand que AB , on 
aura aussi AK > KP , d'où Ang.UPAy Jng.K\P , ou bien 
^n^.BAI>^ng'.IAC , ce qui prouve que laiiglr KAP est plus petit 
q,io -BAC. On doit remarquer , en outre , que AP est le plus 
grand côté du triangle AKP. 

Cela posé , construisons un triangle AK'P' qui soit par rapport 
au triangle AKP ce qu'est celui-ci par rapport au triangle ABC ; W 
somme des trois angles de ce nouveau triangle sera encore égale à la 
somme des trois angles du triangle primitif, et l'angle K'AP' sera 
moindre que le quart de l'angle BAC. 

En continuant donc ainsi , les angles en A formeront une suite 
décroissant plus rapidement que ne le fait la progression t , —> ^, 
T» Tî ■>••"••> wndis que la somme des angles du triangle restera 
constamment la m^me. Or , la limite de l'angle A est évidemment 

égale à zéro. « A cette limite , le point K , K' , K" , viendra » 

» placer sur AP' ; la somme des angles du triangle se réduira 

» donc au dernier des angles AKP , AK'P', AK"P" , lequel, 

» dans cette position, vaudra deux angles droits; donc la somme 
> des angles du triangle primitif doit aussi avoir été égale k deux 
» angles droits ». 

Sans doute il n'y a aucune objection à faire contre tout ce gui 
précède le passage que nous avons marqué de guillemets ; mais 
voyons s'il en est de m^me de celui-ci. Ce qu'il contient repose 
essentiellement sur ce principe d'une apparente évidence , que , 
• lorsque la limite d'un angle A est zéro ( fig. a ) , la limite de 
» la distance au côté AC d'un point quelconque B du côté AB 
» est aussi égale à zéro » ; ce qui revient à dire qu'à la limite 
u le point B tombera sur AC ». Or , il est facile de prouver 
que ce principe ne saurait être admis. 

En eflet , divisons l'angle BAC ( fïg- 3 ) successivement en deux, 
quatre , huit , parties égales par des droites AB' , AB" , 
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abaissons la perpendiculaire BC sur AC ; prenons CC'^AB ; élevons 
la perpendiculaire C'B' ; prenons C'C'^AB' ; élevons la perpen- 
diculaire CB" ; et ainsi de suite. Il est facile de démontrer (jue , 
quelque loin que l'on pousse l'opération , on aura constamment 

BC=B'C'=B"C''= Ainsi, dans cette construction , tandis que 

la limite des angles BAC, B'AC , B"AC" , est zéro , comme 

ci-dessus , loin que le point B vienne , à celte limite , tomber sur 
AC , il demeure au contraire ^ une distance constante de cette 
droite. 

11 serait facile , au surplus , d'imaginer une construction dans 
laquelle le décroissemenl des angles BAC , B'AC, B"AC" ....... serait 

plus rapide que celui des tenues de la progression i , -j , ï » t s ••■•• 
et où cependant le point B s'éloignerait sans cesse de AC , ou en 
demeurerait à une distance constante ou du moins en resterait à 
une dislance plus grande qu'une longueur finie donnée. 

IL faut donc conclure de là que celte démonstration ne saurait 
étià admise qu'autant qu'on aurait prouvé que les distances des 
points K , K' , K'',..... à la droite AC ( fig. i ) ont zéro pour 
limite , ce que probablement on ne pourrait faire sans s'appnyer 
sar des principes qui supposeraient la théorie des parallèles déjà 
établie. 

Celte démonstration semble devoir même être jugée inférieure k 
beaucoup d'autres , en ce que celles-ci n'ont au moins que le 
défaut de reposer sur des principes vrais , mais non démontrés ; 
tandis que celle-là s'appuie sur une proposition d'une fausseté 
manifeste. 



IL L'essai de démonstration publié par un anonyme , à la page 
a6g du précédent volume des annales , est entaché d'un défaut qui 
s'aperçoit au premier coup-d'œil ; elle suppose qu'wn cerc/e peut 
/ou/ours être circonscrit à un triangle isocèle , tfuel qu'il soit ; 
proposition vraie sans doute ; mais qui suppose que les perpendi- 
culaires sur les milieux des côtés égaux d'un angle quelconqne 
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doivent nécessairement se couper ; ce qui rentre au fond dans l'axiome 
XI d'Euclide ,([ui se trouve ainsi invoqniî , maïs non vvhé (*). 

III. A la fin de la drinonstraiion que nous venons de menlîonncr, 
on en rappelle nne autre insérée dans le III.* volume àci ^'innales 
( pag. 353 ). Quoique nous ne l'ayons pas actuellement sons les 
yeux , nous nous rappelons fort bien qu'elle revient en substance 
au raisonnemeni que voici : 

Soient BD , une perpendiculaire et AC une oblique à nne mOme 
droite AB ( (ig. ^ ), Ae manière que l'angle CAB soit aigu. Si 
l'on nie que AC suffisamment prolongée rencontre BD , toujours 
sera-t-on contraint d'admettre que l'on peut conduire par le point 
A , dans l'angle CAB , tant d'obliques qu'on voudra qui renconirenl 
BD , puisque , pour les obtenir , il n'est question que de prendre 

sur BD tant de points M, N, P, qu'on voudra, et de les 

joindre au point A par des droites. Il faudra donc .idmeHre dès- 
lors que , parmi celles-ci , il en est une dernière faisant avec AB 
un angle aigu plus grand que ceux que font avec la même droite 
les obliques AM , AN, AP ,...-. Or , quelle que puisse être cette 
dernière , rien n'cmpOclie de prolonger BD au-delà du point oix 
elle la rencontre , de prendre un point sur son prolongement et 
de le joindre au point A par une nouvelle oblique qui ainsi rcn- 



f*) Plusieurs de nos correspondans nous ont l'ail In intiue obscrvnlioa 
qu'au surplus nous nous étions faite à nous-ni^me auparavant. Nous n'avons 
pns cru néanmoins devoir négliger cette tentative parce qu'elle ofiiralt une 
idée nouvelle, dont (lueltjues géomttres pouvaient tirer un licurcus parti : 
celle de considérer dcui parallùles comme limites de deux arcs concentriques , 
et qu'ensuite nous espérions que l'auteur, sur notre observation , parviendrait 
peut-£tre à corriger le vice de sa théorie. U l'a hien tenté, en ciTet , nuis 
il n'y « qu' in parfaite meut réussi. 

J. D. G. 
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contrera encore ED vi fera avec AB un angle aigu plus graud qne; 
c«lui qu'on avait suppost' le plus grand de tous ceux quu latsaient 
avec celte droite les uljli<]ues qui, pariant du point A , renconiraïeut 
BD ; donc , ajoule-l-on , la supposition d'une dernière oblique ren- 
contrant BD ne saurait ^-tre admise ; d'où il suit que tontes les 
obliipies partant du point A rencontrent celte droite ; que par con- 
séquent la perpendiculaire est la seule qui ne la rencontre pas , 
el qu'ainsi , par un m^me point A , pris hors d'une droite BD , 
on ne saurait lui mener qu'une seule paralkMe. 

Nous croyons nous rappeler qu'en donnant cette dt'nionstraliûa. 
on a observé que M. Legendre y avait objecti? que , pour qu'elle 
fût concluante , il aurait fallu prouver que /a dernière oÙ/i'yue 
sécante ne renconlratt pas h perpendiculaire à rinjini. 

Il ne paraît pas qu'on ait regardé cette objection comme séiiense, 
et cependant elle détruit absolument le raisonnement que nous venons 
de rappeler, ainsi que nous allons le faire voir. 

Supposons , en eillt , qu'en prenant les parties BM, ^^X , NP...... 

égales cnlre elles, les angles MAB, NAM , PAN, forment 

une suite convergenLe dont la somme ait une limite moindre que 
l'angle droit , égaie à l'angle aigu CAB, par exemple. Il est évident 
qu'alors toute oblique située au-dessous de CA , quelque voisine 
qu'elle en puisse être d'ailleurs , rencontrera BD , tandis qn'att 
contraire aucune oblique au-delà de celle droite ne pourra jouir 
■ d'une pareille propriété. En ce cas, CA serait réelU'ment la der- 
nière coupante , el elle irait rencontrer BD à l'inlinî ; il serait 
donc alors absolument faux d'appliquer le raisonnement cité pour 
prouver qu'une oblique AZ , moins inclinée que AC , doit ren- 
contrer BD. 

Il est donc vrai de dire que rien ne sera prouvé tant qu'oa 
n'aura pas établi que la dernière des obliques qui rencontre BD 
la rencontre à une distance fiote du point B , ce qu'on sent bïea 
^tre impossible. 

Sans qu'il soït nécessaire d'éciaircir l'objection de M. Legendre 
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par d'autres liypolhijses , il snfiîra , pour en faire ressoriïr toute la 
force , de remarquer que , si l'on suppose que le point A devienne 
le ceniie d'une hyperbole , le point B un de ses sommets , BD ta 
moitié du l'une de ses branches et AC son asymptote ; le raison- 
nement ci--dessus , appliqni! mot à mot , ne tendra k rîen moins 
qu'à prouver que cette asymptote rencontre la courbe (*). 

Voilà donc encore trois démonstrations qui , à notre avis , n'en 
sont point (*'). Quel est le but de tous ces elTorls ? Est-ce de nous 



le fuirait r(!ccinmciit M. Querret , dans 

d'autres , et même trî^s-rdcentfli , pour la 
us bornerons à meolionner , 1." ceile de 



C') Cest aussi la remarque q 
une lettre qu'il nous «écrivait sur 

(") On ta pouriait citer bien 
plupart , parmi lesqutlles nous ni 
M. Reinhihd JMilLLEH , publiée h Alorbourg , en 4o pages in-4.° , nvec deux 
planches , en 1823 ; a.° celle de M. D. IIuber publiée à Biîle , aussi en 4o pages 
iQ-4>'* ) avec une seule plaucbe , en iSa^ ; 3." celle de M. C. IIauff , pu- 
bliée à Francfort , en 86 pages , grand in-(J° . avec planches , même année , 
et qui renferme la critique de. beaucoup d'autres; 4-° '^'^ ^- Metteumcs, 
présenté à l'académie des sciences de Puris, en mai i8i3i 5.* celle enfin qui 
a été dernii-remcnt présentée à la niËnie académie , par M. Foex. 

On duit aussi comprendre , parmi les tentatives de ce genre , la démons- 
tration da l'égalïLé de la somme des trois anglei d'un triangle à deux, angles 
droits fondée sur l'algorithme fonctionnel. M. Le^endre a 
long-tetnps ce genre de démonstration comme le seul qui 1 
aucune objection ; mais l'article publié à la page 161 du X.' volum 
présent recueil semblerait prouver que les démonstrations de ce genre ne 
•ont pas muins vulnérables que les autres. 

M. Stein ne s'eiplique pas sur le* démonstrations qui consistent à con- 
sidérer l'angle , avec BEnTHÀND , de Genève , comme une portion de surface 
iodéRnie ainsi qu'on l'a fait à la page 336 du 111,* volume de ce recueil- 
Quelque éloignées des idées reçues que ces démonstrations puissent paraître 
aux yeux de quelques personnes , c'est pcut-ËIre encore celles de toutes 
qui niériteut d'occuper le premier rang. 

Quelqu'un nous observait derniùrcment h ce sujet que, la définition de 
Bertrand admise ^ rien n'ctaît, en particulier, ti facile que de démontrer 



sidéré 
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rfnJrP plus cerialiis des propriétés des parallèles ? Non pas probablement. 
Que si l'on a en vue de purger les élémens de géométrie de tout pos- 
tulat , on en est encore bien loin ; car la géométrie d'Euclide , en 

Particulier , en renferme beaucoup d'autres qu'i\ la vérité ce géo- 
mèire na pas énoncés , mais qu'il n'a pas moins tacitement admis. 
Dans un tel état de choses , ce qu'on pourrait faire de mieux serait, 
ce nous semble , d'admettre quelque nouvel axiome , bien clair et 
bien fécond , et de le choisir tel qu'on pût s'en servir pour rendre 
à la fois les traités élémentaires plus courts et plus métho- 
diques (*). 

^ II est vrai que , pour la parfaite exécution d'un tel dessein , on 
se trouverait peut-C'trc contraint d'abandonner toialemenl Is marche 
d'Euclide , ce qui no laisserait pas que de scandaliser beaucoup 
de gens qui lui ont voué une admiration absolue , sans fiùre entrer 
aucunement en compte , dans le sentiment qn'ils portent à ce géo- 



«cttc proposition ; deux paraîUUs font a^fc une troisième droite Jet angift 
eorrespondans égaux, Ciir , soient deux parallùle:; MN et PQ coupées en E 
et F ( ii;;. S ) par une troisième droite AO. Il est d'iibord manifeste que 
l'iingle A EN ne sanrait ilre plus grand que l'angle AFQ , pulsiiu'il y est 
entiiïreinent contenu. Il ne Gnurait donc non plus Être pins grand fjne l'op- 
posé au sommet PPB de ce dernier , ijui con^éi^uenimeot ne saurait f tre 
plus petit que AEN , ou son opposé au sommet iVlEP ; cet angle PFD ne 
(aurait non plus èlie plus grand que MEF , puisqu'il y est entiiïrement 
coutenn. 11 faut donc que ces deux derniers angles soient égaux, 

(*) M. de Maizitres , ancien professeur à Versailles, vondrait qu'on intro- 
daisit comme axiome * dans les clémens , le principe de similitude,- et c'oM 
une idée qui avait dé|à été mise en avant par Carnut. Il est certain que 
l'admission d'un tel principe épargnerait bien du travail ; mais il est douteux 
^uo , mâHie en le présentant sous un point de vue nusi simple que l'a fait 
Al. Poncelet, oa parvienne à le rendre parfaitement intelligible pour det 
xtimmeoçans. 

J. D. G. 




Démonstration de deux théorèmes de géométrie ^desquels 
on peut déduire , comme cas particulier ^ le théorème 
de M. Hamett , mentionné aux pages Zo^ et "b"]^ 
du précédefit volume j 



Par MM. Querbet et Gergokke. 



Théorème de M, Querret. 

Oi aut doux estre'mirt^s A , B de la base AB d'un triangle 
quelconque ACB ( fig. 6 ) , on éitive respectivement à ses deux 
autres eûtes CA, CE, vers son sommet, des perpeudiculaires AP , 



(*} La saperstillon est pou5S(<c â un Ici poiot chez quelcjucÂ-iin.'; q 
ne doutons pns que si', ajnnl à (îcrire des élciiiens i!e prom»*trie , on leur met- 
tait ea mains unedéinotitration bimi courte et bien rigoureuse du Poitulatam XI 
d'Ëuclide , ils ne s'abstinssent de l'employer , de peur de faire ainsi , d'une 
manière indirecte , la censure de l'objei de leur culte. Il e&t pourl.iut certain 
que ce Poitulatum XJ , sansdemonïtration, rapproché de \a Proposition XJLfil 
soigneusement démontrée. Lien qu'inc mpaiiibltment pins évidente, pré- 
sente une diiiparnte tout-à-fuit choquante , et nous osons croire , pour 
Ihonneur d'Euctide , que c'est ainsi qu'il en pensait lui-même ; que ce u'est 
qu'après beaucoup de lealalives infructueuses , que ce o'eït qu'en déscipoir 
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BQ qui leur soient proportionnelles , et qu'on mène ensuite les 
droites AQ et BP ; ces deux droites se couperont sur la perpen* 
diculaire ÇC^ abaissée du sommet G du triangle sur la directidn 
de sa hase. 

Démonstration. Soient faits 

AC _ BC _ 
AP~BQ~^ ' 

et soient abaissées » des points P et Q , des perpendiculaires PM et 
QN sur la direction de AB. Les triangles rectangles AMP ^ BNQ ^ 
respectivement seaiblables aux triangles rectangles CCA » GG^ 
donneront 

miT C'A ^„ OB 

PM=i — , QN=:— ; 



m m 



€ela posé » soient req>ectivement X et T les points o& la droite 
CG^ est coupée par les droites AQ et BP ; les triangles rectangles 
ANQ , BMP p req>ecttyement semblables aux triangles rectangles 
AGX» BGT, donneront 



AN:QN::AC': 



BC'' 
ACVxQN _^ ^^'^ IT _ A(»cB(y 

AN 4» . ce mJiB+CO 

AB4. -- 
m 



^ 



de cante 9 et poar ne point prirer ses contemporains d'an tu^mg^ reeom^ 
«MOidâbU à tant d*aatrei titres , qu'il t*eiit résigne à ranger au nombre des 
«xioflMi une propositâèn qn^il avait vainemnt tenté de démontrer, 

J. D. O. 

Tom. XK la 



«6 THÉORÈMES 

r., ^^ BC'XPM ^ ir AC'XBC' 



donc C^=C'Y , comme nous l'avions annonce. 

Si Ton suppose m=zi et le triangle rectangle en C , on retombe 
sur le théorème de M. Hamett , démontré dans le précédent volume , 
par MM. Gergonne et B. D. C. ; mais ce qui précède fait voir que 
la propriété remarquée par M. Hamett n'est pas particulière au 
triangle rectangle , et qu'elle n'exige pas même que les figures 
construites sur deux de ses côtés soient des carrés , mais seulemenl 
des rectangles semblables et semblablement situés. 

Si l'on suppose m négatif V on trouve 

CTC=C-Y^ *fy°^ - . 

in.AB— CCX 

Ce résultat répond au cas où les perpendiculaires p au lievT d'être 
menées du même côté de la base que le sommet C ^ seraient me- 
nées du côté opposé; alors les droites AQ et BP se couperaient 
sur le prolongement de CG au-delà du point C ^ tant qu'on aurait 
;77.ÂB > ce ; elles seraient parallèles , si l'on avait »2. AB=CC' ; 
enfin ^ leur point d'intersection repasserait de l'autre côté de AB , 
si l'on avait ;7ï.AB<CC'. 

Si l'on suppose /7?=:o , ce qui revient à supposer AP et BQ 
d'une longueur infinie, et conséquemment BP et AQ parallèles à 
ces deux droites , et comme telles respectivement perpendiculaires 
à CA e( CB , la même propriété subsiste encore ; ce qui démontre 
que les perpendiculaires abaissées des sommets dtun triangle sur 
les directions des côtés opposés se coupent toutes trois au mima 
point. On a ^ors^ 



-V 
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r&ultat auquel , au surplus , il serait facile de parvenir directement 
dans ce cas. 

Il est d'ailleurs facile de s'assurer que cette dernière propriété 
convient également au triangle sphérique ; et qu^Bn désignant par I 
le point dlntersection des trois arcs perpendiculaires ( iig. 7 ) on a 

^ _,_ iS//i.AC0C5iii.BC' 
Tang.Gï 



Coj.ABxTan^.CO '' 



expression qui coïncide avec la précédente lorsque y le triangle sphé^ 
rique ÂCB restant fini , le rayon de la sphère devient infini. Cette 
propriété du triangle sphérique peut lêtre aussi bien simplement 
déduite de l'équation 

• 

Sin.kC X Sin.BA' x Sin.CV=:Sîn.AB'X Sin.CA' X Sîn.BC, 

qui a lieu entre les segmens formés sur les côtés, par les arcs de 
grands cercles menés d'un même point aux trois sommets ( Géométrie 
de position , pag. 3oo , n/ 2^8 ). 

On voit , par ce qui précède ^^ue la perpendiculaire CC abaissée 
du sommet C d'un triangle ( fig. 6 ) sur la direction de sa base est 
le lieu des intersections des droites ÂQ et BP qui interceptent sur 
les perpendiculaires ÂP et BQ aux deux autres côtés des parties 
respectivement proportionnelles aux longueurs de ces mêmes côtés (*)•: 



(*) fi. Qaerret^, dans sa lettre d'envoi , obsenre arec raison , i.* qu'à la 
page 35o du précédent Tolume , nous ayons omis d^obsenrer qae le9 quatre 
équations dont il s*agit en cet endroit avaient été déjà résolues , d*ane 
manière à peu près pareille , par M. Cauchy , dans le chapitre V de son 
Cours fanalissr^ page io3 ; a.<> que c'est par erreur que M. Bourier a 



THEOREMES 



Théorème de M. GERGoyys. 



Si , par les estrc'iaités A , B de la base AB d'nn triangle qnel- 
conqiie ACB ( fig. 8 ) , on mène vers son sommet des droites de 
longueur arbitraire AP et BQ , respectivement parallèles aux côtes 
CB et CA ; que par les points P et Q on mène , parallèlement à 
BQ et AP , des droites concourant en D ; les trois droites AQ , BP 
et DC concourront en un même point. 

Démonstration. Nous dtJlnontrcrons ce théorème i l'aide de la 
géométrie analitique , parce que c'est ainsi qu'après en avoir pres- 
sent! la vérité, nous rfous le sommes démontré à nous-mème , et 
parce qu'à tout prendre y cette forme de démonstration en vant 
bien une autre. 

Soient faits CA=a , Ch=b , AP=:y , hQ=p. Soit pris l'angle 
ACB pour angle des coordonnées positives, de manière que l'ase 
des X soit dirigé suivant CA , et l'axe des y suivant CB ; les 
équalious des divers points que nous venons de considérer seront 



*('=" 



ir=o; 



PourDJ PourPÎ Pour QÎ four D j 



avancé à la p^ge i47 du inAme Tolume , que personne afnnt lui n'avait 
découvert la loi de la série qui doone la longueur de la taDgcute en fonction 
de l'arc correspondant , attendu que ce sujet a été traité , avec tous les dé- 
vcloppemens désirables par M. Lacroix , dans son Traité de calcul différentiel 
et de calcul intégral , a.* édition , tom. I , pages a54— ^57 , n." go— Cf3« 
Nous BOUS empressons da réparer ces omissions et ces erreurs , que nous ens»ïon» 
mieux fait de signaler en Icnr lieu, eu mestionnaDt ici les remarques de M, 
Querrçl. 



J. D. G. 
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Les équations des trois droites AQ , BP , CD seroat consé-< 



j^*»" 



Pour AQ , 
Pouf BP , 






• I 



Pour CD , 



Or 9 en prenant Ja diffVreoce des deux premières, on tombe suit 
la troisièn^ie ; <lonc chacune de ces équations est comportée par lea 
deqx autres ; et par conséquent elles exprtmept trois droites con* 
courant au même point. 

Et comme , en variant à volonté les signes de /? et y , il en 
irait encore de même , il en faut conclure que les droites AP 
et. BQ peuvent être indistinctement menées de côté ou d'autre 
de là base du triangle ^ sans que le théorème cesse pour cela 
d'avoir lieu. . -, ^ 

Pour passer de là au théorème de M« Hamett y* il suffira de 
supposer 9 1»^ que le triangle est rectangle e» C ; iit^ que Ton a 
^119 les longueurs arbitraires p=:i! et f: 
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DUPLICATIOJï 
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GEOMETRIE TRANSCENDANTE. 

Constructions approchées du problème ce la duplication 

du cube ; • . . 

Par M. Mayor , de Pé tçrsbourg. 



I, 



Communiquée air Rédacteûi" des 'Annales par M. 



»i • 



\jÉ9 deux constructions dû problème de la duplication du cube 
que j'ai Thonneur de tous transmettre font le sujet d'un opuscule 
que le hasard a fait tomber entre mes mains , il y a environ un 
an* L'auteur , qui apparemment fait de la gëomëtrie expMmentale , 
les donne comme exactes* Bien certain à Tavance qu'elles ne pou- 
vaient Tétre , j*ai voulu voir au moins à qtiel point elle^ étaient 
approch(fe6 , et j'ai trouve qu'elles donnaient , en proportion der 
leur simplicité , une approximation assez satisfaisante pour mëriter 
d'être connues* 

Première construction. 

Suit ÂB=i7 ( fîg* g) le côté du cube donne, et soit s le côte 
du cube double. Sur £B=:3AB comme diamètre , soit décrit une 
circonférence. Soit mené îe diamètre FG , perpendiculaire au pre- 
mier. Par son extrémité G et par le point A , soit menée une corde 
se terminant en II ; on aura sensiblement ^=AH« 



y 



DU CUBE. e» 

£d eflet , on déduit aisément de cette construction x=a ^tX-H > 
et sa véritable valeur devrait être xz=^^Z\ or , on a 

\^â > 1,25992 , 

donc 

.- ajAio — y/a<o,oo5oo , 

c'est-à-dire que AH ne diffère pas eu .plus -de 1^ vëritaUe-longueur 
du côté du cube double de la moitié d'un centième , de AB. 

* Deuxième construction. 

% 

Soit encore AB=âr ( fig. 10 ) le côté du cube donné et x le 
côté du cube dquble, Sur AC=2AB décrivez un cercle. Portez lé 
rayon de C en D et de D en E. Tirez la corde* CE , sur laquelle 
du point D vous abaisserez la perpendiculaire DF« Portez CF sur 
G A de C en G. Tirez une corde de C au milieu K de DE et 
â&vez au point G à AC une perpendiculaire rencoutmnt cette corde 
en L. Menez enfin AL et BK.se coupant en H; et vous aurez 
sensiblement :r=AH. 

En effet , on déduit aisément de cette construction 



* TT^ * 

or, on a 

»?a'< 1,25993 , 

* >i,258a8 , 

m 

donc 



9a DUPLICATION DTJ CUBE. 

^3 — x,<o,ooi65 ; 

d'oH !'on voit que la difTércnce en moins de AU avec la vërilable 
longueur du cube double est eiiTÎron six fois plus petite que la 
cenûème partie de AB. 

Si au triple de la dernière valeur approchée de AU , savoir , 
3,77484) on ajoute la première 1,26492 , et qu'on prenne le ^uart 
de la somme 5,03976, on aura 1,25994 qui ne diffère guère que 
d'un cin<j[uante millième de la véritable longueur du côté du cube 
double de celui dont le côté est AB ("), 



(') Ceui de nos lecteurs pour qui ces constructions approcliées , dont la 
premii're idée parait due i Victe , peutent oflVir quelque intérêt , trouveront , 
à la page 24S du Vlll." volume des Annales , quelques rcctiticatlons appi»- 
cbées de Li circonférence ; ils trouveront aussi ^ il U p^ge aoe du \.* volume , 
une coBstructioa approchée du prohlëme de ta trisection de l'angle, et ù la 
page a43 du même volume, une construction approcUiJe du proMÈme de 
la duplieation du cube. 

La recherclie de ces sortes de coDstructioni pourrait, au surplus, £(r« 
assujettie h des procédés généraux. On sait , en elTet , que toute la dîffi- 
enlté des problèmes qui dépendent d'une géométrie élevée ti«nt à ce que 
les formules qui donnent les taleurs des inconnues renferment des radi- 
cBus de degrés plus ou mmns élevés , tandis que nouï ne s.-ivons cons- 
truire , a^vec ta règle et le compas , que les radicaux dtt second degrés 
Tout se réduiniit donc à savoir approximativement substituer à ces ra- 
dicaux des r.idîcBux da second degré , et avec quel degré d'approximation 
oo voudrait. Or, c'est là nae cbose toujours possible , comme on va le 1 

Soit la formule 



dans laquelle nous supposons m un nombre premier impair et ou p peut 
être un nombre quelconque. Si bous supposons que ce Dombre p soit trt»- 
grand , nous pourrons poser approximativement 
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GEOMETRIE ELEMENTAIRE. 

•I 

Sur la division de la ligne droite en parties égales ; 



Par M. Gergonne* 



\Js démontre 9 dans tous les traites ëlânentaîres de géométrie, 
que deux droites issues d'un même point sont coupées en parties 
proportionnelles par des parallèles ; mais on n'y dëmontre pas 
formellement que deux parallèles sont coupées proportionnellement 



«■ 



tmmm 



£±1 

ct âtsposer ensuite de ce nombre indéferminé p de manière qnç mp^i 
f«it one puissance de a; soit a" cette puissance, on aura ainsi 






qui 96 coDStmira sans d'autre difficulté que la longueur dés opëraiions. 
Si Ton a , par exemple , comme dans la duplication du cube y 



=:^-i;i=a^ï=a(2y , 



en prenant p=rtt et les signes inférieurs ; à Fexposant i^tf on pourra 
substituer {| =s^ qui tl^u difCère que de ^ » et l'on aura ainsi sensiblement 

Tom. XF. t3 
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par des droites issues d'un même point ; bien que cette dernière 
proposition semble élre du mi?me ordre d'importance que la 
première. 

L'ane et l'autre propositions ofiïcnt des métliodes i^galomeDt 
simples en tlieorîe pour diviser une droite en parties égales , ou , 
plus généralement , pour diviser une droite en parties tjui soient 
entre elles comme des longueurs ou comme des nombres donnés , 
mais ces méthodes dilTèrent en ce que celle qu'on dc'duit de la 
première exige quelquefois qu'on mène un grand nombre de paral- 
lèles à ime droite donnée , tandis que celle qu'on déduit de la 
seconde n'en e.'^ige qu'une seule ; ce qu! assure incontestablement 
à celle-ci la supériorité. Aussi est-ce constamment elle que nous 
employons pour notre usage et que nous conseillons à autrui. 

Nous pensions qu'un procédé si simple devait ^ire universellement 
connu des géomètres , et pour cette raison nous n'avions jamais 
songé à le signaler. Mais nous venons de rencontrer » dans la 
Bibliothètjue universelle (mai 1824 , pag. i ) , un article de M. 
A. VoEtJZ , ministre , et principal du collège de Moudon , dans 
lequel l'auteur, qui paraît avoir été frappé comme nous des în- 
convénîens de la méthode ordinaire , mais qui apparemment ne 
connaît pas celle que nous venons de recommander , en indique 
Une autre qui n'exige absolument aucun tracé de parallèles. Mais 
cet avantage nous paraît plus que compensé par la complication du 
procédé , fort curieux d'ailleurs , et par les diOicultés qu'en pré- 
sente la démonstration , ainsi qu'on en pourra juger tout à l'heure. 



^^.y- 



Tslear facile & construire ; Toais un heureui hasard sert souvent beauconp 
mieux que les mtithodes générales. 

J. D. G. 



DE LA LIGNE DROITE. gS 

Mais ce qui nous a siiMom frappé , c'est qu'un procédé tout 
pareil nous a élé iiitliqué verbalement et sans conséquence par 
M. Sarrus , il y a dojà plusieurs années. Il y avait été couduit 
en considérant que les droites qui vont des sommets d'un triangle 
aux milieux des côtés opposés se coupont au tiers de leur longueur ; 
qu'on peut trts-bien , une de ces trois droites étant donnée , cons- 
truire le trianglt; de tulle sorte que l'une des extrémités de cette 
droite se trouve au milieu de l'un de ses côtés et qu'on connaisse 
le milieu de l'un des deux autres côtés. En joignant donc ce milieu 
au sommet opposé par une droite , cette droite coupait la droite 
donnée au tiers de sa longueur. 

Il ne s'agissait donc plus , pour généraliser cette construction , 
que d'examiner de quelle manière se coupent des droites qui , partant 
de deux sommets d'un triangle ^ coupent les côtés opposés , non 
pas en deux parties égales , mais en raison donnée quelconque , et 
voici le résultat qu'obtînt M. Sarrus. 

Soit un angle ASA' ( fig. 1 1 ) dont les côtés SA , SA' soient 
Coupés respectivement en B' et B , de manière qu'où ait 

B^ _ m BS _ p 

B'A~ n ' BÂ'~7 * 

m j n , p , ^ étant des nomLres entiers quelconques ; eo menant 
les droites AB, A'B', se coupant en C , on aura 



CB " 



CA' ^im+n) 



Comme il y a là beaucoup plus d'arbitraires que n'en exige 
l'objet que nous avons en vue , nous poserons ç=/> , ce qui 
donnera simplement 

CA_ 3n_ 
CB m 
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Cela posé , soit AB une droite donnée de longueur. Soit menée 
par le point A, dans une direction arbitraire, une autre djfoite 
sur laquelle soient portées , à partir du point A , n ouvertures de 
compas, égales et arbitraires , se terminant en S. Soit menée SB 
et soit prolongée cette droite au-delà de B en A^ d'une quantité 
'égale à ^Ile-même. Si alors on mène des droites du point A^ aux 
72*— I points intermédiaires , à partir de A , il est aisé de conclure 
de la dernière formule qu'en appelant généralement C le point 
oju ces droites coupent AB , on aura successiyemeat pour la valeur 

a 4 6 8 ft(n— 3) b— a a<n«-i) 

^Z7 ' ;;z;i' ;^ » ^^> » —3— » -7" » —7:- • 

CA 

Si n=z2 , la seule valeur de 7;- sera -f , ce qui rentre dans Ja 

division d'une droite en trois pajrties égales. 

Si /2=3 , les deux valeurs de ce rapport seront -J- , 7 , ce qui , 
rentre dans la division d'une droite en deux ou en cinq parties 
égales* 

Si «=4 I les trois valeurs du même rapport seront f f -f > f > 
ce x[ui pourra servir à diviser une droite indifféremmeht en 5 ^ 3 
et 7 parties égales. 

Si /i=5 , les quatre valeurs de ce rapport seront 7 , f f f , -f , 
ce qui pourra servir indistinctement à diviser une droite en 3 ^ 
7 , 4 et 9 patrties égales. 

En prenant /z=6 , les cinq valeurs du même rapport seront 
f , .7, |, 7, i^ , ce qui suffira pour diviser une droite en 7 , 
2 9 3,5, Il parties égales. 

%i ainsi de suite. 
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QUESTIONS RESOLUES. 

Demonslraiion du dernier des théorèmes cnonce's à la 
page 3^2 du XIV." volume des Aonales ; 

Par M. Stetn » professeur de mathématiques au gymnase 
de Trêves , ancien élève de l'école polytechnique , 

Et M. QuERRET , ancien chef d'înstîtution- 



J. HÈORÈME. SoU un polygone plan <)ueJcon/]ue, âont les sommets 

consécutifs soient A , B , C , L , M , N ; rt soient respective— 

ment A', B' , C, L' , M', N' /es mi/ieux des râles consécutif 

AB , BC , CD , ., LM . MN , NA. Soient en outre d , e , f , 

\ , m , n /es milieux respectifs des diagonales BD, BE , BF, 

BL, BM, BN. 

Par les points cl, e, f, 1 , m , n , A' soient menées des 

parallèles à une droite fxe , de direction arbitraire. Soient me- 
nées ensuite B'C , coupant la première de ces parallèles en d' , 
puis lyd' , coupant la seconde en e' , ensuite E'e' , coupant la 
troisième en f' , et ainsi du reste , jusqu'à ce qu'on soit parvenu 
à mener ^'n' ^ coupani en a' la parallèle conduite par S'. Si alors f 
entre les parallèles à la droite fixe , conduites par K et'R, prises 
pour directions de côtés opposés , on construit un parallélogramme ^ 
dont les deux autres côtés opposés, de direction d'ailleurs arbi- 
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traire , passent par A' et a' , ce parallélogramme sera éqm9alent 
au polygone proposé {■). 

Démonstration. Pour rendre la démonstration de ce théorème 
plus intelligil>le , nous la renfermerons dans la résolution des deux 
problèmes suivans : 

PROBLÈME I. Etant donné un pentagone composé d'un paral- 
lélogramme et d'un triangle ijui ont un côté commun , transformer 
ce pentagone en un parallélogramme étjuivaîent dont un cété soit 
un quelconçue des deux autres côtés du triangle , et dont le côté 
adjacent soit dirigé suivant le côté dit parallélogramme primitif 
adjacent à ce même côté du triangle ? 

Solution. Soit le pentagone -fEEDO ( fig. 13) formé du parallé- 
logramme EiÔD et du triangle BED , ajant le côté BD commun ^- 
et proposons-nous de transformer ce pentagone en un parallélo- 
gramme dont BE soit un des côtés et dont un autre côté soit 
dirigé suivant B*. 

PoTir cela , par le milieu D' du côté DE et le milieu ^ dtt 
côté 1O du pentagone soii menée une droite concourant en V avec 
la parallèle ^ Bi et DS menée par le milieu e du côté BE. Alors , 
en menant par é une paralKle à BE , renconlranl res[>ectirement 
B» et la parallèle menée i celle droite par le poini E en 3 et c , 
le parallélogramme BâîE iera io parallélogramme demandé , équi- 
valent au pentagone 1BEDÔ. 

Démonstration. Soit mente la droite IV^ , terminée en a et J3 â la 
rencontre des prolongemens de lït et &D. Par le point IX et par 
le milieu d de B*/ soit menée une droite coupant Ee en fi, ee' ea 
Ç et B3 en 7 ; soit enfin menée dd , coupant ojî en J. 

Parce que D' et e sont les milieux respectifs de ED et EB , 



O Ce théorcine est dil à M. CL. Sturm. 



I 
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la droite aj3 est parallèle à BD , et par consé^ient le quadrilatôre 
Daim est un paralL-logramine. Ce parallélogramme est équivalent 
au triangle BED , puisqu'il a même base BD et une hauteur moitié 
de la siciiue. 

Parce que D' et d sont les milieux respectifs de DE et BD , 
la droite D'y est parallile à EB , et par conspuent le quadrilatère 
BvfiE est un parallélogramme. Ce parallélogramme est aussi équî- 
TalcHi au triangle BED , puisqu'il a même base BE et une hauteur 
moitié de la sienne. 

Les deui parallélogrammes DaJÎB et îi>ftE se trouvant ainsi 
équivalens à un même triangle sont aussi équivalens entre eux , 
et la figure ySs^t est aussi un parallélogramme. 

Les deux parallélogrammes yBEfx et ySt^ étant compris entre les 
Diurnes paMlèles sont entre eux dans le rapport de leurs bases Efx 
et fu , ou dans le rapport de cÇ à Ç?' , ou encore , à cause des 
parallèles , dans le rapport de id à dd'. 

Les deur parallélogrammes BpoD et B*9D étant compris entre les 
mêmes parallèles, sont entre eux dans le rapport de leurs bases oD 
et Dd , ou , ce qui revient au même , dans le rapport de Xd 
à dd'. 

Donc , à cause du rapport commun de ).d à dd' , les deux 

parallélogrammes 7BE/* et yèiji. sont entre eux respectivement comme 

les deux parallélogrammes B^oD et B»9D ; puis donc que >CEf« et 

BfixD sont équivalens entre eux et au triangle BED , les deux pa- 

_ rallélogrammes ySejt et Ei9D doivent aussi être éqnivalens. 

Donc le parallélogramme total B3Œ, doit être équivalent au pa- 
rallélogramme total ^i9ix ; mais ce dernier est équivalent au pentagone 
proposé iBEDQ ; donc le premier doit aussi lui être équivalent, 

PROBLÈME IL Transformer un polygone rceliîigne donné 

euelcontjue en un parallélogramme équivalent (jui ait pour un de 

tes côtés un fjuelconque des côtés du polygone , et dont les deux 

£Ôtés adjacens à celui-là soient parallèles à une droite donnée ? - 

Solution. Soient A , B > C , D , E , ...^ .. ( Sg. i3 ) les sommets 
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consécutifs du polygont; proposé , ol supposons qu'il soît qiiesiioD 
de Le transformer vn un paiallélogramme équivalent dont AB soît 
un des côtés et dont un autre côté se tenniuant en B soit parallèle 
à une droite donnt'c. 

Soit menée la droite iudt'lîuie E» , parallt-le à la droiie donnée. 
Joignons les milieux respectifs B' , C dos côtés BC , CD par une 
droite se Icruiîuant en a à E« et en B ii sa paralltle conduite par 
J) ; le parallélogramme B*!>D sera équivalent au triangle BCD. 
Représentons ce parallélogramme par P. 

En lui ajoutant le triangle BED , on formera le pentagone »BED9 
mie l'on pourra (^Problème I) transformer en un nouveau parallé- 
logramme a^ant BE pour un de ses cotés et un autre côté dirige 
suivant Bv ; désignons ce nouveau parallélogramme par Q. 

En lui ajoutant le triangle BFE , ou formera un second pcntagon* 
que l'on pourra égalemeni ( Problème I ) transformer en un pa- 
rallélogramme ayant BF pour un de ses côtés , et im autre dirigé 
suivant B?. 

En continuant de la nit'ine manière , ou sera finalement conduit 
à construire un parallélogramme équivalant au polygone proposé, 
ayant AB pnnr un de ses côtés, et im autre cùlé diiigé suivant 
Bi, ainsi qu'il était requis. 

RemaTfjue. C'est ù jnslitîer cette construction que se réduit It 
théorème proposé, lequel se trouve ainsi démontré par ce qui précède. 
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Démonslration des quatre théorèmes sur Ihypeihoîe 

énoncés à ta page a68 du précédent volume; 

Par MM. Ch. Sturm , Vecten et QtJERRET. 



j£ HÊORÈME I. Les sécantes menées de Pan quelconque des pornUr 
dsne hyperbole à deux points Jistes pris sur la eourbc interceptent 
isu^ours ^ sur tune ou sur t autre asymptote , des longueurs cons~ 
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tanifs et égales à ia longueur interceptée sur ïa même asymptote 
entre la sécante menée par ies deux points Jixet et Ut tangente A 
{un deux. 

Démonstration. Soieirt M , M' ( fig. -i4) deux peints fises pris 
mr la courbe, et Z un autre point arlùtraire de la m^nie courbe. 
Soient menthes les sécantes ZM , ZM' et MM' , renc&iitraiit respec- 
tivement l'une dt'S asymptotes eu X , X' et A et l'autre en Y, Y' et 
Bj Soîl encore mouik' , par l'un quelconque M tles deux points 
fixes , une taiigentu à la courbe , coupant la première asymptote en 
D et ta seconde en K; tout se rétluit à dénioatrer queXX'^BA, 
quel que soit le point 7m 

Pour cela , menons , par les points M , M' -et Z , des paraUcles 
k la premiiTC asymptote , reocontrani respectivement la. seconde en 
ii , H' et U , et des parallèles à la seconde , rencontrant respec- 
livemeut la première «a G , G' et T ; et S43it O le centre de la 
eoupbe. 

Par une proprién^ très-connue de l'hyperbole , on aura "Zl'^MX , 
ZY'=M'X' , MB=M'A , MD=ME , a'où il suit que les triangles 
ZYU , ZY'U , MBU et MEII , dt'jà respeotiveHjent semblables aux 
Uiangles XMG , X'M'G' , AM'G' et DMG leur seroirt, *b outre, 
xeipectivemeiit égaux ; -de sorte qu'un aura 



OT=UZ=GX=G'X' , 



0G=I1M=G'A=GD , 



On aura , eu conséquence , 

XX'=OX'— OX=COG'4-GX')— (OG4-GX)=0G'— OG=GG' , 

DA=:OA— OD= (OG4-G'A)— (OG+GD)— OG— OG=GG' ; 

donc , «n elTél , XX'=DA ; et par conséquent XX* est constant, quelle 
qee soit la situation du point Z sur la courbe. 

M. Vecten observe qne ce théorème n'est , poirr ainsi dire , qu'un 
renversement du ^oblèi^e résolu analitiqnement par M. C. "G. , à la 
Tom. XF. «.4 
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Jes côtis soient parallèles à deus droites doniiées , les trois autres 
diagonales de ces faraililogramm£s concourront en un même point , ■ 
leauel sera le centre d'une hyperbole qui , Plant circonscrite eu triangle , 
aurait ses asymptotes parallèles aux deux droites données. 

Ce ihéof ùme appaitient , aa surplus , à la géomi^irie ék'iueiilaîre , et 
peut ^tre facilement démontrt* , sans rieu empruiiier à la gi*oniélrie des 
coUrltes , comme l'ont fait voir MM. Querret cl Vecten. 



QUESTIONS PROPOSÉES. 

Problèmes de Géométrie, 

ï. A. tin m^me icosat-dre régulier donne on peut Inscrire une 
infinité de dodtx:aèdrcs ri'guliers. On demande, t.* quel sera , sur les 
faces de l'icosaèdre , le llett des sommets de tous ces dodécaèdres ; a." 
quelle sera la surface gauche à laquelle appariiendroat leurs arètqs ; 3.* 
eufîu , à quelle surface coiirLe leurs faces seront toutes tangentes ? 

II. A un Ultime dodécaèdre régulier douné on peut inscrire une in- 
finité d'icesaèdres réguliers. Ou demnude, i.° quel sera , sur les faces 
Aa dodécaèdre , le lieu des sommets d* tous ces îcosaèdres ; z." quelle 
«era la surface gauche à laquelle appartiendront leurs arêtes ; 3." enfin 
à gtielle surface courbe letirs faces seront toutes taugejues ? 

m. A vu même icosaèdre régulier doimé ou peut circonscrire une 
Infinité de dodécaèdres ré^Uers. On demande, i." à quelle courbe ^ 
double courbure appartiendront les sommets de tous ces dodécaèdres; 
a." h quelle surface gauche appartiendront leurs arêtes ; çuûi), à quelle 
surface conique leurs faces seroiU toutes tangentes F 

IV. A un mt?me dodécaèdre régulier donné on peut circonscrire une 
ioniuté d'ieosaèdres réguliers. On demande, i." à quelle courbe à 
double courbure appartiendront les sommets de tous ces Îcosaèdres ; 
3." à quelle surface gauche appartiendront leurs arêtes ; 3." enfin , i 
quelle surface conique leurs iitces seroai toutes tâa|;eiites ? 
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DE LA NATURE DT.S LOGARITHMES. io5 

ANALISE TRANSCENDANTE. 

Dissertation sur la théorie des logarithmes; 

Par M. Stein , professeur de mathématiques au gymnase 
(le Trêves , ancien élève de l'école polytechnique (*). 



ILn ri^flécliissanl sur les résultats obtenus par M. Bouvier , à la 
poge 2^5 du précédent volume des Annales , il nous a parti que ces 
résuhats pouvaient être phis facilement et peut-ftre même plus rigou- 
reusement déduits de la définition ordinaire des logarithmes. C'est 
ce que nous nous proposons de faire voir ici. Nous présenterons ensuite 
au lecteur quelques réflexions sur la nature des logarithmes. 

1. Soit e la base des logarithmes de Néper ; en posant ^=:y ^ 
X sera ce qu'on appelle le logarithme népérien de y. Cherchons 
quelles valeurs de x peuvent correspondre à une même valeur 
réelle de j" , et réciproquement quelles valeurs de y peuvent ré- 
pondre à une même valeur réelle de x. 



(•) Noua croyons devoir prévenir nos lecteurs qu'au lo juillet dernier, 
le mduioire de M. Vincent ^ imprimé au commencement du présent vo- 
lume , était encore entre nos mains , et que l'article que Ton va lire nom 
ft été adressé de Trêve» , aoua la date dti 8 du inËme mois. i . ., ■ , ' 

J. O. G., , I 



Tom. XV,n.° IV, i." octobre 1824. 
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io6 DE LA NATURE 

Il est d'abord facile de voir qu'à une même valeur réelle de y^ 
ne saurait répondre qu'une seule valeur réelle de 4* , puisque dent 
puissances diflTérentes de e ne sauraient être égales entre elles. 
Désignons par r cette valeur réelle , et représentons par z)/ 117 la 
quantité inconnue qui doit lui être ajoutée pour avoir 4qute8 les 
autres ; nous aurons ainsi 






d'où ^ k caute de ^:=y ^ nous conclurons 






Mais , d'un autre côté , on sait que 



e '=Cois.x4*|/^iSln,z ; 
donc M sera donné p^r Téquation 

Co5.z-f-v/^Sin.z=:i ^ 

d'oft l'on tire Cos.z=i , Sin*z=o ; ce qui revient à z:=:2pm , p 
étant un nombre entier positif quelconque. On a donc, en générai ^ 



^ ==y 9 d'pù Logjfc=sr-)-:i^wy/— 1 • (i) 



IWiir «voir le logarithme de — ^ , nous poserons semblaUemenl 



/+<V-t 



^ . • • 



r étant toujours , comme ei-destas > le logarithme réel de -f^î 
il viendiu ainsi » en simplifiant 
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ou bien 



Cos.z-|-v/— iSin.i= — I 



, Sin.£= 



ce qui donne £=(^2p'-\'i)ia 



d'où Cos.x^=— 
par suite 

^r+(v'+.l.V=:^_^_ d'où Los.(-y)=r+(,p'+,)W-.- (.=) 

2. Lorsqu'au contraire on demande quelles peuvent titre les diverses 
valeurs de y qui répondent à une même valeur réelle de x , oa 
doit essentiellement distinguer trois cas ; savoir ; celui où x est un 
nombre entier; celui où x est un nombre fractionnaire; et enfln 
celui où X est un nombre irrationnel. 

Dans le premier cas , il est manifeste que la puissance e* oa y 
ne saurait avoir qu'une seule valeur. Ainsi , le logarithme entier , 
positif ou nt^galif x ne saurait répondre qu'à un seul nombre v. 

Si X est fractionnaire , en désignant par ^ son dénominateur , 
e* aura , comme l'on sait , A valeurs difl'érentes , dont une réelle 
positive. Représentant celle-ci par R , on aura en général e'=Ji^T ^ 
c'est-à-dire , 



j.=B(cos.f|^+v'=7Sm.^) , 



Si enfin l'on supI)ose x irrationnel , cela reviendra à supposer k 
infini ; et y aura autant de valeurs différentes qu'en aura Ry'T j 
lorsque A est infini. Or , quelque grand que soit A , l'expression 

Cos. -^=-|-^^ZZ7Sin. -j— aura toujours A valeurs différentes, depuis 

Cos. ^ +v/~Sin. -^ jusqu'à Cos.HT-f-^;r7Sin.ai:T ou z^ro , oft 
les arcs fornicot la suite ascendante n...)../ , 



L0|3 
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4- G, !r(S;— l)w 



Si l'on fail croître k îudcfinîment , Ips termes de celte se'rie se 
rapprocheront sans cesse les uns des autres , en conservant toujour» 

la même limite supérieure 2ct , taudis que la liuiiie inférieure — 

descendra continuellement vers zéro. KnQn , k devenant infini , la 
suite deviendra continue , et sa limite inférieure sera tout-à-fait 
nulle ; donc , dans ce cas , les arcs pourront avoir toutes les valeurs 
possibles entre o et zvr. On en devra conclure qu'une esprcssion 
quelconque de la forme Cos.h-|-^/ ITTSin.^ représente, ^elque %'a- 
leur réelle et positive qu'on donne a u , une des racines d'un degré 
îu5ni de l'unité. L'unité a donc une iniînité de racines d'un degré 
infini ; ce qui nous prouve qu'à un même logarithme irrationnel 
doivent répondre une infinité de nombres diiTérens. 

3. Examinons présentement de plus près la question des loga- 
rithmes des nombres négatifs. En nous appuyant sur ce qui vient 
d'être exposé cî-dessns , nous serons conduits à établir , comme autant 
de vérités incontestables, 

1." Que , lorsque Log.^ est un nombre entier , le nombre né- 
gatif — -y ne saurait être compris parmi ceux qui correspondent à 
ce logarithme , puisqu'il ne peut alors y correspondre aucun nombre 
autre que y ; 

2.* Que , lorsque Log.y est fractionnaire et de déuominateur 
impair , le nombre — y «e saurait davantage correspondre k ce 
logarithme ; 

3." Que , lorsque Log j est fractionnaire de dénominateur pair , 
il répond également aux deux nombres -\~y et —y; 

4° Qu'enfin la même chose a également lieu lorsque Log.^ est 



-. ■!"■ ■ I L^, l\WLmv.^:'m.^.^^^.^ «^.r'!^^.^4£;^^_^.^:7r:z:. 
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irrationnel 9 puisqtie rien 'n'empêche de supposer pair le dénomi- 
nateur alors infîw (t). 

4- En résumant ce que nous venons de dire, on- Toit qu-il est, 
nécessaire de bien dislingner les trois cas où le logarithme est entier ^ 
fractionnaire ou irrationnel ; et que , dans le second cas , il faut 
encore considérer séparément la fraction dont le dénominateur est, 
pair de celle dont le dénominateur est iofipair. Oit pourrait néan* 
moins faire disparaître ces différences en modifiant convenablement 
la définition. En disant que le logarithme d'un nombre est l'expo- 
sant de la puissance à laqiielle il faut élever e pour avoir ce nombre , 
il suffirait d'ajouter que. Ton est convenu (le donner à tous les 
logarithmes un dénominateur infini. Il y aurait', pdur motiver cette 
addition à la définition ordinaire, beaucoup dé raisons déduites de 
la nature même du calcul des ezposans iractiomiaires ^ et sur. les- 
quelles nous pourrons revenir dans une autre occasion. 

5. Quoi qu'il en soit , nous passerons présentement à ce qui nous 
parait le plus important dans le sujet qui nous occupe. 

Nous venotis de voir que , dans certains cas , Log/ peut être 
^al à Log.( — ^). Cependant , noiis avohs trouvé pluà^haut 

« - • _ 

valeurs qui , dans aucun cas, ne sauraient coïncider* Il fani donc 
ou que ces formules ne soient point exactes, ou que nos raison- 



(*) Mais rien n'empêche non plus de supposer ce dénomînatenr impair $ 
et alors la çonclnûon deviendra fausse* Oest^ ici exaeieldent le cas de la 
somme de la suite infinie |—i-^i«T*i-f^' "**•-•«•• ^at est o ou i , suivant 
qu'on suppcikc Tinfini pair ou iiûpair , et qoi pourtani n*est réellement 

ni Tun ni l'autre. ■. -r . ex 

.» # » ■ 
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nemens (i»d) soient atones (*). Or, il ne sera pas difficile dé 
voir que l'erreur rëside dans nos formules. En effel , après avoir 
pose .i'equallon 






i caiise de 6^=:/ „ nous en avons conclu 



•~i 



A la vérité, il n'y a aucun doute qu'eu divisant e ^ par*?',. 

on ne doive obtenir pour quotient ir ' i.mais il faut obseri^ 
que 9 si y peut admettre plusieurs valeuis difiérentes , i\ ne suffira 



pas de diviser e ' par une seale de ces valeurs , pour obtenir 

celle de ^ , et qu'il faudra alors diviser e ' successive- 

ment par toutes les valeqrs que ^ peut admettre , pour être cèrïain' 

d'obtenir toutes celles dont e est susceptible. Si donc r est une 

fraction dont à soit le dénominateur^ ce ne sera pas par y mais 
bien par 



f^Cos.2^'+v/z:;sin.2^) 



qu^ faudra diviser les deux membres de Téquation 






(*) Oaa lien d'être torprif que M* BooTÎer t qui a ddnntf les ttétnei 
formules , ne se soit pes aperça et bt contradiction qu'elles présentent , 
et ait eoncla (ënéraleniei|t q^s les ileganthmes des nombres sont loojoiiiv 

les mAmes , ^uels que soient les signes de ces nombres. 

{Uotê i0 Ué Suin.) 
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pour obtenir la valeur comptôie de tf'^"*'. Par suite- de -cette re- 
Inarque » on o^aara jm, comioie ci-dessus ^ Co8«^-|-|/X7Sb ^=±=r ] 
mais 



s 



.) 



4'oà 
donc 



4 t 



On trouvera par un raisonnement analogue » 

Si pr^ntement A:, est un nombre pair-i que nous représenterons 
par 2/1 9 nous aurons 



a < 






•1 < 



et , daus le cas présent , on verra facilement qui? , pour niif 
videor . quelconque de Ipg.jr ^ il em êiiste toujoéit ont de- Logt (--ï^) 
qui coïncide avec elle. 

Si ensuite k est uq. nombre impair , en le représentant paran-hi > 
nous aurons- ^ " < 
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et ici, quelques VQ^eurs entières et positives qu'on attribue à m , 
mf ^ p ^ pf ^ n.^on ne^ parviendra jamais à faire çoïncider-les deux 
expressions. 

Nous voilà donc conduits de nouveau à cette conclusion que 
Log.( — y) est ou n'^si pas le n»éme que hog.y^ , suivfmt que le 
dénominateur k de ce logarithme est pair ou impain 

On voit donc , par ce qui pjrëcède , que les formulés 

ne sont point génétales , et , ne sauraient être appliquées qu'au seul 
cas où le logarithme rtfdl de /est un nombre entier ; dans tout 
autre cas , il faut écrire 

Logr=''+(2'»— -^Jt;'»/^ , 



It ^tânt le dénominateur du logaïithme réel de y. 

6. Nous ferons , en terminant , une observation qui se présente^ 
pour ainsi dire d'elle-mâjoie : c'est que , lorsqu'on veut raisonner sur 
un logarithme développé en série , soit sous la forme ordinaire , 
soit sous toute autre, U ne suffit pas \1 'écrire 



* < 



' 1- 



^•r=ï=î-^+'-=^ 



n(iais qu'iC est nécessaire d'ajouter an développèmeni Tune ou l'aut» 
quantité , ; ^ * . 



2/71 jjp J tsr»/^, , J^ 2/w+i— -J- j «rv/ 

suivant que y est im pwdbre positif ou négatif (^)u 



O Une remarqfie analogie nous avait déjà été fa^te par M.^Querret, k 
Toccasion de la forinole de.AL fiounèt. V. D. G. 



PROPORTIONNALITÉ DES FORCES AUX YITESSES. ii3 



DYNAMIQUE. 

Note sur la proportionnalité des forces aux vitesses ; 

♦ ■- 

Par M. QuERRET ^ ancien chef d'institution. 



Extrait d'une lettre au Rédacteur des Annales. 



• •■•••••• 

En examinant la démonstration , de) à extrêmement simple , donnée 
par M. le capitaine Fauquier , de la proportionnalité des forces aux 
vitesses (*) , il m'a semblé » Monsieur ^ qu'elle pouvait être sim- 
plifiée encore en la présentant comme il suit : . • 

Soient V la vitesse due au mouvement de la terre et F la 
force ; on aura , en général ^ ^ 

v=v(F) ; 

ainsi , en décomposant la force F en trois forces rectangulaires 
a j b ^ Cj tt représentant respectivement par jr y y ^ z les compo- 
santes de la vitesse suivant leurs directions, ou aura 



-vW > r==?(*) » *• -^=?W • 



Suppose] 



(*) Voye» tom. XIV, pag. Sjo, 

J. D. G. 

Tom. XF. i6 
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étiangère au mouvement de la terre , et dont les composantes » sulvapt 
les mêmes dîreciioiis que celles de ^, soient respeciîvement o' , i' , 
c' ; ce mobile sera donc sollicité siitvajit les axes par les forces 
fl-J-fl' , b'\-h' , c~^& ; ainsi les Composantes de ces vitesses 
totales suivant ces mêmes axes seront 



•?("+■»') 1 



?(«+*') 



<'+<:') i 



de sorte que, par exemple, en désignant par :c' l'accroissement de 
la vitesse a: dû à la fo.ce F' , on aura- 

puis donc (jue x^=f^{a) , on tirera de li 

''=f\<>) 7 -h-'W £ +?"'(") -^ +•■- : 

Cela posé , en admettant que la vitesse relative doit être indé- 
pendante du mouvement de la terre , et que cette condition exige 
que , le second membre étant indépendant de a , les coeflîciens des 
puissances de a' en soient aussi iodépendans ou soient constans , 
on aura y'(<7)=:i , k étant une constante. De là on déduira t^"{a)^o , 

y"'(a)=:o , ; ce qui réduira l'équation ci-dessus à x'=ka'. 

On aura pareillement y'^kb' , z'::=.kb' ; d'où on conclura , comme 
M. Fauquier , que si une force f imprime à un mobile une vitesse t , 
on aura, en général, v=kf, k étant une constante. 

Agréez , etc. 

La Motte, près St-Mâlo, le lo juin iSatf. 





PROPRIÉTÉ DE MINIMUM DU CARRÉ ET DU CUBE, 




GEOMETRIE ELEMENTAIRE. 

Démonslration élémenlaire de îa propriété de m'mhnum 
dont jouissent le périmètre du carré et la surjace du 
cube , parmi les parallélogi-ammes rectangles de 
même surface , et les parallélipipèdes rectangles de 
même volume ; 

Par M. L. C. Bouvier , ex-oiRcier du go'nie , ancien élève 
de l'école polytechnique. 



I. ooiT / le côié d'un carre donné , sa surface sera ^ et son 
périmèlre ^l. 

Si l'on nie que ce périmètre soit minimum entre ceux des 
rectangles de inéme surface , il faudra admettre qu'il existe un 
rectangle équivalent au carré donné ayant un pifrimètre moindre 
que le sien. Soient x ■, y les deux dimensions de ce rectangle , 
sa surface sera xy et son périmètre -{,^-\-y) i *t l'on devra avoir 

xy=t' , z{x-\-y)<^t . 

En vertu de Ty^t' , si x et y sont inégaux , ils ne pourront être 
ni tous deux plus grands ni tous deux plus petits que t ; d'un autre 
côté , i'un d'eux ne pourra être égal à i , puisqu'alors l'autre de- 
vrait l'être aussi ; il faudra donc que l'un soit plus grand et l'autre 
plus petit que /. Si donc oii suppose x>y , on devra avoir j'>/, 
et l'on pourra poser x::=pt , p étant >i. 
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Celle valeur de x, subsliiuu^e dans rJejuation , donnera ^=: — ;■ 

siibstlttiant ensuite les valeurs de :r et j' dans l'iuL-galin; , elle de- 
viendraj en divisantpar ^t , chassant le dénomlnaleur et transposant, 



■=p+i<o , 



(p-'y<o . 



conclusion absurde tjuï prouve la vérilL' de la proposition que nous 
voulions démoiilrer. 

Il est facile d'en conclure qu'à lînverse de tous les rectangles 
de même périmèlre ie carre a le maximum de surface ; car , en 
admettant que la surface d'un certain rectangle R put excéder 
celle d'un carré C de mt'me périmètre; on n'aurait qu'i construire- 
un rectangle R' semblabiti à R et équivalent à C ; et ce rectangle 
se trouverait d'un moindre périmètre que C , contrairement à ce 
qui vient d'Olre démonlr<î. 



II. Soit / l'arête d'un cube donné ; son volume sera /' « sa 
surface G^". 

Si l'on nie que cette surface soit minimum parmi celles des 
parallélipipèdes rectangles cquivalens au cube dont il s'agit , il 
faudra adraetlre qu'il existe un parallélipipède rectangle , équivalant 
au cube donné , ayant une surface moindre que la sienne. Soient j; , 
y,z les trois dimensions de ce parallélipipède; son volume sera jryz 
et sa surface 3(:ry--^xz-\-yz) ; et l'on devra avoir 



xyz: 



2(xy~\-xz-^Xz)<6t' . 



ïn vertu de xyx^i^ , si , comme on le suppose , les trois 
quantités x , y , z ne sont pas égales entre elles et conséquemment 
à /, il y en aura au moins une plus grande et une autre plus 
petite que f. En effet , on n'en saurait d'abord supposer deux 
égales à / , puisqu'alors la troisième devrait l'être aussi ; et si l'on 
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en supposait, une seule (^gale à./, on retomberait dans le cas dis- 
cnté ci-dessus , et conséquemnient des deux restantes , l'une devrait 
être pluâ grande et l'autre plus petite que /• On voit d'ailleurs 
que Ton ne saur&if les supposer ni toutes trois plus grandes ni 
toutes trois plus petites que /. Enfin , si Ton en supposait deux 
plus grandes que /, la troisième, par compensation , devrait être 
plus petite ; et si , au contraire^ on en supposait deux plus petites^ 
la troisième, par compensation! devrait être plus grande, 
Soient doue 

taous pourrons poser 

i 

p et q étant des nombres plus grands que Tunité, 

Ces valeurs , substituées dans Tëquation y donneront z=z — ; sùbs- 

tituant ensuite les valeurs àe x \ y ^ z daii^s TinégaUté, elle de- 
viendra , en divisant par 2/' , 

ou, en chassant les dénominateurs et trwsposant , 
où encore 

• 

conclusion absurde , qui prouve la vérité de la proposition que 

nous avons annoncée. 

U est facile d'en conclure qu'à l'inverse de tous les parallélipi- 
pèdes rectangles de même surface le cube a le minimum de volume ; 
car 9 en admettant que le volume d'un certain parallëlipipède rec- 



r 
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tangle P ptit exci-der celui d'un cube C de mt'me surface ; i 
n'aiiriiit qu'à construire un parai Ici ipipède rectangle P', semblabla 
à P et équivalent à C ; et ce parallelipipide se trouverait d'una 
moindre surface que C , contrairement à ce qui vient d'être d^montr^. ■ 

M. TjHUilier , dans son ouvrage De relations mutuâ capacitatis ^ 
etc., a démontré le même théorème, tant géométriquement qu'a]-* 
gébriqueineni ; mais , comme il le déduit d'un autre plus général , 
sa démonstration est ûaturcllement beaucoup plus longue et plus 
compliquée \ aussi n'a-t-elle aucun rapport avec celle-ci. 



ANALISE ELEMEP^TAIRE. 

Solution d'un paradoxe que présentent les équations du 
deuxième desré'y 



Par un A b o u n É. 



OoiT l'équation 

on en tire , comme Ton sait , 




(*} La maniàre la plus correcte de parveair ik ce résultat semble titre U 
(ui*ante : «d multîpUaat l'^^uation (■] par ^a , et traosposanl , ello 
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'Si Ton suppose ii=eo , Të^uation (1) se fédutt à 

la 

for-|-r=o , cpiî doniië jr=— — ;; 
et la formulé (2) donne 

te qui donne ces deui valeurs ^r^| et jr=eo ; et il s'agit d'ex^ 
pUquer Torigine de ces dçut Valeurs , et pourquoi elles ne sont m 
l'une ni Tautre celle qui doit rëpoqdre à ce cas^ 



puis , en ajoutait b* k ehaqae membre , 
roù 

équation qui , rësolae par rapport à x » donne le résultat (a)^ 

Nous faisons cette obsenration , parce que nous ayons quelquefois Tit 
tourmenter de pauvres jeunes-gens dans des examens , eti leur interdismt 
la acuité de diyîser ou de multiplier par a avant de résoudre l'équation^ 
ilpparemment pour les rendre aystématiquement maladroits. 

Nous ne voyons pas non plus trop bien pourquoi on est dwi Pnsage 
de mettre cette forniule sous la forme 



aa — ^ ^* a. -^ 



4f moins cependant que ce ne soit pour la rendre un peu plus embarrassante 
à écrira et pour donner un peu plus de travail au calcolatenr « dans le 
«as det appUcatimiiîiuniériqaer,lorsqna ni ft ni c'nt sont dbristUes -par «u 
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Pour cela , remarquons d'abord que la supposition de a^o ne 
fait nécessairement évanouir le terme a.v' ([u'autant qu'on suppose 
tacitement que x est une quanlilé finie ; car , si l'on pose k la 
fois ar=o et j:=xt , loin qu'alors le terme ax' devienne néces- 
sairement nul , il pourra avoir itlors une valeur înQnte. 

Si l'on rejette ceiLe valeur , il ne reste plus que la valcur'jr=:-, 

qui renferme bien implicitement la valeur x= —; et si l'on nous 

demande pourquoi elle prend cette sorte de masque , nous répoa- 
drons qne les formules analitiques ue pouvant jamais se trouver 
en di-faut , il faut nécessairement qu'il e;i soit ainsi toutes les foi r 
au'on emploie à la recherche d'une inconnue un procédé susceptible 
de donner pour celle inconnue plus ou moins de valeurs qu'elle 
n'en doit réellement avoir, puisque l'auatîse n'a aucune raison pour 
exclure ou admettre quelques-unes de ces valeurs de préférence à 
d'autres. 

Pour faire éclorc la valeur :r:= — — de la formule (2) , on a 

communément recours au développemnil du radical en série : c'est 
à peu pri'S employer une machine à vapenr A haute pression pour 
soulever une mouche. On parvient de suite an but en multipliant 
les deux termes de la fraction valeur de x par — ili^v/*.— 4û£ ; 
elle devient ainsi 



\ 



-—h. 



et alors en posant a-=o , 



obtient di 



suite 



comme cela doit être. 



(•J On obtient iinmbiliatemealles valeurs de * sous cette furinc , en dirisanf 
léquation (O par x' , résolTant réqaalion résulUiile par rappoit 4 —, et- 
coacliuwt ensuite la valeur de x. j_ jy^ g. 



P 
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AVALISE TRANSCENDANTE. 

> » 

Kote sur rintégraiîon d'une classe particulière 

dëquùtions} 

Par M. J. L« Woisard , professeur mux écoles d'artillerieé 



^. • » 



\ 



doiT mit écpalion difiereutîelle du 



iamt 



• • • • 

, dans laquelle M et N sont supposfjes des ibnttioiis de /^ ou -^ ; 

» • • • f * * .* " .- 1 ■ 

1Û ces fonctions sont telles ^p'oa ^it 

\ • 

• ' • ». 

l'intention pourra être exécutée atiec H' plus gràiidé facifit^'^ airiâ ^ 

•qu'on va le .voir; 

- £a differeutiant la pr^[i6sfée ] elle pit^dra la forme 

€âx+Hdxr^ ^ dp^^^à^:^ i (3) 

Ç ti ff éttot dâ ionctions de ûff/^M et y^N. ReiâpIaçaaêtidMiS:^ 
cette équation ày par /idi? et ^ par y? -jt-*?"^ detienor^ ^ ^ 



INTEGRATION 



1 bien 



{,G+Hp)i:.-(,G+H,,) -^ <l;.=o . 



(G+///.7(cl.r-I^'d,,) = 



^(juatiou qui esl salisfaile en posant 

■■:■ Ml 

dp 



x=M+a 



(4) 



Si , dans la m^me équation (3) , on met pour dj sa T«ileur 

Jv AM , I dW 

— , et pour — sa valeur , 

P >■ Ap p <ip 



elle dei 



ndra 



(G+///,)dj_(G4-/W -^ d/'^o . 



".li^'i f. ^t*tf*nin\ ip-\-^p) \.^y~~ï^ d/»Jz=o; 
' ^^uïrtjon qui est satisfaite en posant 



dj=-— d/j , .r*jç f.^'J L;i*:^i.îl*iJ i 



r=A'+i; 



W 



doac i'integrale compitte de l'wjuation (i) résultera de l'éllmi- 
naiiuu de p entre ks équations (4) et (5). Celle équation renferuiera 
deux cuustanles arbitraires o et ^ ; maïs elles nequivaiidrunt réel- 
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femCBt qu'à une seule; car, en mettant pour :c et y dans IV'qua- 
tioQ (j) les valeurs données par les équations (4) et (5J , o» obtient , 
entre c£S deux constaules , IVquaùoii de rdation 

F(» , J)=o . 

fioit prise, pour exemple, iVquaiîon ' • 

dans laquelle les fonctions /?* et sp satisfont à la condition que 
nous avons supposé avoir lieu. Pour en avoir l'intégrale , il suITir'a 
dVIiininer p j^ntre les deux équations 



x=2p-^a , 



y—p'~\-h , 



ce qui donnera 



■^(r— ^)=C-^— «)' » 



équation dans laquelle les deux constantes a cl h sennit li^es par 
la relation ^=Log.i2 ; de sorte qu'on pourra écrire 

4(/— Log.fl)=(^— «y , 

comme on peut d'ailleurs le Térider par la di{r<i^rentîation et l'élï- 
minailon de a (*). 

La classe d'équations qne noos venons de considérer comprend- 

toutes cilles dont l'intégrale complète représente uue suite <1« 

courbes égales et parallèles. i 

Meix, 16 juin i934> ^ 



(•3 Ce problème est l'iu' 
précédeut vgluiue. 



: de celui qni k été traité k la page 394 ^ 



■ J 



3. D. G, 
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QUESTIONS RESOLUES. 

Solution des deux problèmes de dynamique, et rép.cxions 
sur le problème de situation proposés a la page 38o 
du VUl' volume des Annales ; 

Par M. TÉDENAT , rccfcur honoraire , correspondant de 
l'académie royale des sciences. 



Au Rédacteur des Annales ; 
Mon aiER Profksseir , 



1 



Jx esi dans Tolre rt'ctieil on asseï grand nombre de questions 
proposées qnî sont demeurées jusqu'ici sans solution ; soit que vo« 
lecteurs, trop superficiellement peut- i?tre , les aient jugûes de peu 
d'intérêt , soit qu'ils les aient trouvées trop difliciles , comme il arrive 
en effet pour quelques-uns , soît encore qu'ils n'en aient obtenu 
que des solutions trop compliquées ri trop peu élégantes pour »u'- 
rilet' d'être mises au jour. Il n'en est pas en efl'el de celui qui publie 
un recueil de problèmes de son choix comme de celui qui traite' 
des problèmes qui lui sont indiqués. Le premier peut , en eflet , 
s'essayer sur un très-grand nombre , et faire ensuite parade de 
sa sagacité , eu ne mettant eu lumière que ceux d'entre eux de la 
soluiioa desquels U a lieu d'être pleiuement satisfait , tandis que 
l'autre , dont la tâche est tracée , se trouve dans une positloa 
beaucoup notas favorable. 
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En examinant , en particulier , les irois questions proposi?cs à 
la fin de votre VIIl.' volume , et qui sont du nombre de celles 
qui sont demeurées sans solution , il m'a paru que les deux pre* 
mières pouvaient facilement être rameni^es îi d^utrcs sur la solution 
desquelles les traités ék'menlairos de mi^canique ne laissent plus 
■njourd'lnii rien à désirer ; et quant à la troisième , elle ne 
'semble abordable qne dans un seul cas où elle est extrêmement 
facile. Je consigne îcî mes réflexions sur ces trois questions, sani 
aucune prétention , et telles cxactetaent qu'elles se sont offertes à 
mou esprit. 

Je vais d'abord ramener le premier des deux problèmes de 
djmamique i un énoncé un pen plus général qui , sans le com- 
pliquer davantage , le rendra d'un aspect plus élégant , et en fera 
déi)eiidre la solution de calculs tout-à-faït symétriques. 

PROBLÈME I. Un point ^ sollicité par une force accélératrice ^, 
constante ou variable , tant d'intensité tjue de direction , est assu- 
jetti à se mouvoir lihrement sur une droite indéfinie ; cette droite 
elle-même est assujettie à se mouvoir sur deux courbes fixes , 
de manière à avoir constamment les deiix mêmes points de sa 
direction sur ces courbes ; on demande , d'après ces conditions ; 
dassigner les circonstances du mouvement du point dont il s'agit. 

Solution. Soit k l'intervalle entre les points de la droite mobile 
qui doivent se trouver constamment sur les deux courbes fixes.' 
Si l'on conçoit que de l'un quelconque des points de la premièce de 
ces deux courbes pris pour centre, et avec le rayon k, on décrive 
ane sphère , cette sphère coupera généralement la seconde courbe 
en deux points au moins dont les rayons indiqueront les directions 
que pourra prendre la droite mobile , lorsqu'elle passera par le 
point ainsi choisi sur la première courbe ; et ; comme il en ira de 
m^me pour tous les autres points pris sur cette courbe , il s'ensuit 
que toutes les situations que pourra prendre dans t'espace la droite 
que le point mobile est assujetti à parcourir appartiendront à une 



^ 
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certaine surface gauclie , a^aiit deux nappes au moins qui se cou- 
peront suivant cette courbe ; et , comme on peut prendre la seconde 
courbe pour la première et vue f^ersà , on peut dire que toutes 
les situations possilik-s de la droite que le mobile est assujetti à 
parcourir sont comprises dans une surface gauclie à dcus nappes 
au moins se coupant suivant les d^^ux courbes fixes. Il est évident 
en outre que toute droite tracée sur l'une ou l'autre nappes peut 
être réputée une des positions de la droite mobile ; et pnisque le 
point mobile peut avoir une situation quelconque sur cette droite , il 
s'ensuit que ce point peut, d'après les conditions du mouvement, occuper 
une place qiielconqne sur l'une ou l'autre nappes , et ne saurait 
M trouver hors d'elles. 

Tout l'elTet de l'appareil qui maîtrise le mouvement du point que uoui 
considérons se réduit donc ù le contraindre k ne pas aliandonnei 
une surface courbe tout-à-faït déterminée , sur laquelle d'ailleurs 
il peut ae mouvoir librement , de telle sorte que celte surface courbe 
peut ^tre subtituée à l'uppareil dont il s'agit , sans que l^ 
circonstances du mouvement en éprouvent la moindre altération. 
Le problème se trouve donc ainsi ramené à celui du mouvement 
d'un point sur une surface déterminée ; problème dont la solutioit 
est familière à tous ceux qui ont cultivé la mécanique rationnelle. 

Quant à la recbercbe de l'équation de la surface gauclie sur la-i 
quelle le mobile est assujetti à se mouvoir , elle ne présente que 
4es difGcultés ordinaires de calcul. En désignant en eiTel par 
(^ , y , z) un quelconque des points ^c la droite mobile , par 
(^'ïjr'» -2') » (•^" » T" » -2") 1^'* points communs à celle droite et 
aux deux courbes fixes sur lesquelles elle repose , ou aura d'abord 

(»'-»")'+(r'^")"+(-''— '")■=*". 

On pourra ensuite supposer que les éi^uailoos données des dettx 
^urbes dx^ sont ,^, ,. 





n 



M' , iS* étant (les fonctions dunnécs de x' ^ y' ^ z' ', el M" , H" ■ 
des fonctions également donaées de x" , y" , z". Eliminant donc. 
les six quantités x> , y' , z' , x" , y" , z" entre ces sept équations , 
l'équation résultante en jt , y , z sera celle de la surface 
demandée. 

Si les courbes fixes données étaient deux courbes planes situées ■ 
dans un même plan , ce plan serait évidemment la surface sur 
laquelle le point mobile serait assujetti à se mouvoir ; et les lois 
de son mouvement se trouveraient indépendantes de la natura de 
ces deux courbes. 

Si , dans ce cas particulier , la force accélératrice était constante 
d-'iuiensité et de direclion , on se trouverait ramené à la tliéorie 
ordinaire du mouvement des graves sur les plans inclinés. 

Et si , en outre , cette force accélératrice constante était située 
dans le plan même que le point mobile esi assujetti à parcourir , 
le problème reviendrait à celui de la chute libre des corps pesass 
dans l'espace. 

- PROBLÈME II. Donner la théorie au mouifemeni du pendule 
simple d'une longueur variable et /onction de tangle tjue Jait sa 
direction avec la verticale , en supposant d'ailleurs le point de 
suspension Jixe ? 

Solution. Soit u la longueur que se trouve avoir le pendule , 
lorsque sa direction fait un angle / avec la verticale ; on devra 
avoir &^cp(/) , <p désignant une fonction donnée quelconque. Cette 
équation sera évidemment l'équation polaire de la courbe que le 
ibobile ûxé à l'extrémité inférieure du pendule sera contraint dé 
dterire , et les variations que ce pendule éprouvera dais sa Ion- 
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gucuT n'auront d'autre effet que de Ini faire parcourir cette courbe 
qui pourra le remplacer , par rnpporl au mobile , sans que les 
eirconsiances île sou monvemeiu en soient aucunement altérées. Le 
probli-nie se trouve donc ramené à la rechercbe des circonstances 
dn mouvement d'un point matc-ricl pesant le long d'une courbe plane 
dont le plan est vertical , c'est-à-dire , ù un problème complètement 
traité dans tous les ouvrages élémentaires. 

PROBLÈME III. On a fait des sections dans un polyèdre ri' 
gulier , par des plans indèjînis , perpendiculaires sur les milieu^ 
de toutes ses arêtes. On a opéré de la même manière sur tous les 
corps résultant de cette première décomposition , et ainsi de suit» 
indéfiniment. On demande , pour chacun des cinq polyèdres réguliers ^ 
^uels seront , après un nombre cjuclconque de semblables opérations , 
le nombre et la nature de parties résultantes ? 

Réflexions. La solution de ce problème se pri^ente pour ainsi 
dire d'elle-même pour l'hexaèdre , attendu qu'on obtient constam- 
ment des hexaèdres, et qu|à chaque opération on en obtient uq 
nombre huit fois plus grand ; de sorte qu'après un nombre x 
d'opérations le nombre des hexaèdres obtenus est 8*. 

, Mais le problème semble tout-à<fuit inabordable pour tons le^ 
autres polyèdres réguliers , attendu que , dès la première opi^ration , 
on cesse d'obtenir des polyèdres réguliers. Pour le tétraèdre, par 
exemple , une- première opération doune vingt -quatre tétraèdres 
partiels , égaux entre eux ; mais ces tétraèdres ne sont plus réguliers 
et une secon.de opération les décompose en portions si peu régu-. 
lières qu'il devient déjà Irès-diflicile d'en assigner le nombre et la 
nature ; et l'on conçoit qu'il en serait de même , à plus forte raison , 
pour les opérations subséquentes. Ce serait bien pire encore s'il 
s'agissait des autres polyèdres dlfférens du cuLe. 

Ce serait vainement qu'on tenterait de rendre le problème plui 
trailable en assujetlissaiil les plans coupant à des conditions diûé- 
reotes. Si , par eiLeiuple , on esij^eait *^ue ces plans passassent j 
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Jes milieux des arêtes des divers sommets du poljèdre , on tirerait 
du tétraèdre quatre autrt^s tétrai-drcs réguliers comme Uii , plus uo 
octaèdre également régulier ; mais , en opc'rant de la m^me manîtrc 
sur cet octaèdre , on en obtiendrait sis pyramides quadrangulaires, 
plus un corps terminé par six carrés et par huit triangles équila- 
térauz ; la même opération faite sur le cube conduirait de prime 
pbord à ce m^me corps et \ huit tétraèdres non réguliers. 

Si l'on voulait assujettir les plans coupans à ùtre parallèles aux 
faces opposées et à passer en outre par te centre du polyèdre , ce 
qui rentrerait pour le cube dans le cas proposé ; on exclurait 
d'abord le tétraèdre , où il n'y a poinï de faces opposées. Or , 
en opérant sur l'octaèdre , une première opération donnerait sit 
octaèdres et huit tétraèdres , tous réguliers ; et , à raison de ces 
tétraèdres , l'opération ne pourrait plus se poursuivre. 

On concevra facilement toute la dltTiciiIté du problème en con- 
sidérant qu'il a son analogue pour les polygones réguliers , oiî il 
semblerait devoir être incomparablement plus facile ; et que pour- 
tant , le carré excepté qui donne pour résultat 4' y 011 ne voit 
pas trop comment un pourrait le résoudre généralement pour tout 
autre polygone. 
> Agréez , etc. 

St-Genicz , le 5 juin iSz^. m 




Démonstration des deux the'orénips de statique énoncés 
à la page 3g i du Xiy." volume des Annales ; 

Par M. Steik , professeur de mathématiques au gymnase 

jj.de Tt^ves , ancien élève de l'école polytechnique; 
«tf:-i Et M. QuEBRET , ancien chef d'institution. 

jChÈORÈMEI. Si des masses égales, placées d'ahuri arhitrairemeni 

sur les directions des côtés d'un po/ygone rectiligne fermé ^ueUt 

Tonu XV, i3 
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conque , plan ou gauche , parcourent simultanément et dans le 
même sens , sur ces directions , des longueurs respectivement pro- 
portionnelles à celles de ces mêmes côtés , leur centre commun de 
gravité demeurera immobile. 

THÉORÈME II. Si des masses proportionnelles aux longueurs 
des côtés d'un polygone rectiligne fermé ijuelcon^ue , plan ou 
gauche , placées d'abord arbitrairement sur les directions respec~ 
^ifes de ces mêmes côtés , y parcourent simultanément dans le 
même 'sens des longueurs égales , leur centre commun de graiité 
demeurera immobile. 

Démonstration. Concevons que , dans une situation qiiclconepe 
de ces masses , on décompose chacune d'elles en deux autres placée* 
aux extrémités du côte sur la direction duquel elle se trouve si~ 
tuée ; le système se trouvera ainsi transformé en xin système de 
masses en même nombre , et de m()me valeur totale , appliquées 
fmx sommets du polygone ; et tout consiste à faire voir qu'en quel- 
que situation des masses primitives que l'on opère cette transfor- 
mation , les nouvelles masses placées aux sommets du polygone 
fieront toujours les mémos. 





Soient A , B , C , trois sommets consécutifs quelconques 
polygone ; soient , pour une époque quelconque , A' , B' les situa- 
tions simultanées de deux masses sur les directions respectives AB , 
BC ; et soient ,' pour une autre époque A", B", les situations de 
ces mêmes masses sur les mêmes directions. 

i." Si nous supposons d'abord ces masses égales , en désignant 
l'une d'elles par P; si l'on décompose tour à tour celle qui est 
placée en A' en deui autres placées en A et B , et celle qui est 
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l^lacëe en B^ en deux autres placées en B et C , les deux masses 
placées en B en vertu de cette double décomposition auront res- 
pectivement pour expression V 

■ 

et pourront conséquemment être remplacées par la masse unique 



^(jlF + BC"/ ' 



appliquée au même point B. Si , lorsque ces. deux masses seront 
parvenues en A^^ et W^ , on opère une semblable décomposition ^ 
la masse unique appliquée en B aura pour expression 

e'est-à-dîre , 

' (/ AA' WC \ r A'A'' »IV' >) 

mais , par hypothèse , 

A' A" B^B^ 

AB "BC* ' 

• . • * ^ 

donc cette masse aura simplement pour expression, ^ ^ • 






c'est-à-dire qu'elle sera la même que dans le premier caji^ ce qui 
démontre le premier des deux théorèmes énoncés. 

z.^. Si nous supposons , en second lieu , les maâes inégiUes , . 
en les représentant respectivement par P et O , la'tnassè unique 
appliquée en B sera, en vertu de la première djéconi|Hisîtibn 

I • 

J 

tt, en Térta de la' seconde , :' « »» " _ •' ^ - - 
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Cette dernière expression revient à 

AB ^^ aC ~ AB ^ BG 
mais , par hypothèse , 

âoDc 

P.VA" AB 

Q'.B'B* BC * 
OU bien 

• AB ^" BC * 

donc, à la seconde époque, la masse appliquée en B anra «m- 
ptement pour expression 

„ AV , „ B^ 



c*esl-i-dire qu'elle sera encore la même qu'à la première époque, 
ce qui démontre le dernier des deux théorèmes énonCi'S. 



QUESTIONS PROPOSEES. 

Problèmes de Géométrie, 

I. JCjNTHE tous les arcs de cercles de miime longueur et de diffié" 
rens rayons , quel est celui qui comprend la plus grande sutfaco 
entre lui et sa corde ? 

IT. Entre toutes les calottes sph^rîqttes de même surface et de 
ditTérens rayons , quelle est celle qui comprend te plus grand vo- 
lume entre elle et le plan du cercle qui lui sert de base? 
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GEOMETRIE ELEMENTAIRE. 

Démonslration des propriétés des quadrilatères à la 
/ois inscriplibles et circonscriptihles au cercle ; 

Par M. J. B. Durrandè , professeur de physique au 

collège royal de Marseille. 



JLiES principales propriétés des quadrilatères inscrits ou circonscrits 
au cercle sont connues depuis long-temps : mais quelques-unes 
seulement ont été introduites dans les traités élémentaires de géo- 
métrie. Les autres se trouvent reléguées dans quelques ouvrages 
particuliers que consultent rarement ceux qui ne font pas une étude 
spéciale de la géométrie ; et il en résulte que la connaissance de 
ces dernières propriétés n'est pas assez généralement répandue. Ces 
propriétés peuvent pourtant être assez simplement démontrées , en 
y appliquant , comme je l'ai déjà fait , dans quelques articles des 
Annales , les principes sur les contacts des cercles ; principes qui 
m'ont toujours paru d'un facile secours dans toutes les recherches 
de ce genre. 

Je me propose de compléter ici ce que j'ai déjà publié sur cette 
matière , en présentant la démonstration àes propriétés ies qua- 
drilatères qui sont à la fois inscrits à un cercle et circonscrits à 
un autre , propriétés dont la découverte est due à M. Poncelet , 
qui les a fait connaître dans son Traité des propriétés projectiles 
des figures ( pag. 283 et 36o ) ; et eHes ne sont pas la partie la 
moins curieuse de l'excellent ouvrage d& ce géomètre. 

Tom. XV ^n.^ V ^ i.*' nos^embre 1824. 19 
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Si je me permets de revenir sur un sujet di^ji traité par M, 
Ponce] et , ce n'est, certes, pas que j'aie la préteTilion-de faire mieux 
que lui; mais, comme les démoiistratiuns qu'il donne des propo- 
sitions dont il va (ître questioK reposent sur des considérations qni 
n'ont point encore obtenu et pourront même ne pas obtenir de 
long-temps etlcorc l'assentiment universel des géomètres , j'ai pensé 
faire une chose agréable à ceux qui ne connaissent pas encore les 
propriétés dont il s'agit , ou qui ne les croiraient pas snlllsamment 
établies par les doctrines particulières à ce savant estimable , en 
les leur démontrant ici par les principes rigoureux de l'ancienne 
géométrie; persuadé que M. Poncelel lui - m<?me me pardonnera 
Tolonliers une excursion sur son domaine qui n'a d'autre but que 
de répandre davantage , en les rendant plus accessibles , les dé- 
couvertes dont il a enrichi la géométrie. 

Les considérations employées par M. Poncelet , et qui ne pa- 
raissent pas de nature à satisfaire pleinement les amateurs zélés de 
la géométrie Euclidienne, sont, d'une part , celles qu'il déduit de 
la loi de continuité, et d'une autre, celles qui se rapportent aux 
droites variables de situation considérées comme s'éloiguant ii l'infini 
de certains points ou de certaines antres droites. 

On a vu , par le rapport de M. Cauchy à l'Institut , sur l'ou- 
vrage de M. Poncelet, ce que pense cet habile professeur du principe de 
continuité, qu'il regarde seulement comme une forte Induction et 
comme une méthode de recherche. M. Poncelet lui-même n'a pu 
le considérer autrement , puisqu'il ne l'a proprement démontré nulle 
part. Ainsi , tant que ce principe n'aura pas refu la sanction qu'une 
démonstFation rigoureuse peut seule lui faire acquérir , les géo- 
mètres, jaloux de conserver à la science cette antique prérogative 
de certitude qui la caractérise , rejetteront ces principes métaphysiques 
qui , après avoir bouleversé toutes les sciences où Us se sont in- 
troduits, ne manqueraient pas de porterie désordre dans celle qui 
a traversé les siècles sans recevoir aucune atteinte. 

En accordant à M. Poncelet que son principe de continuité paraît 
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empreindre de son cavacltre tous K's fails gpometriqiips connus, on 
n'en sera pas moins fondé à lui en demander la déaionstration ; 
et je ne la crois pas facile ù donner , prt'ciseinent parce que ce 
principe Jrigé en loi n'est pas une proprii'té positive , susceptible 
de tel ou tel genre de di'tnunstration , mais bien plutôt le résumé 
général d'une multitude do faits connus , lequel , par sa trop grande 
g^néralil^ méiue, me semble devoir se dérober à tous les elFoits 
que l'on voudrait faire dans la vue de le démoutrcr. 

Ce que je viens de dire semble pouvoir être (également appliqué 
à un autre genre de considération dont l'auteur fuit aussi un usage 
Irès-fréqui'tit ,ct qui consiste à supposer que des droites passent à 
l'infini. Ce principe , comme le précédent , employé avec trop de 
précipitation , semLlerait de nature â légitimer beaucoup d'erreurs; 
et c'en est assez pour que ceux qui atiaclient encore quelque prix 
h l'uiicienoe manière de procéder en géométrie répugnent à en faire 
usage. 

Ce n'est pas pourtant que je pense qu'on ne puisse démontrer 
rigoureusement les propositions dont la géométrie se compose qu'en 
s'astrei lignant à suivre servilement la marche tracée par les anciens. 
Ce que j'ai dit ailleurs de la manière large dont je voudrais que 
l'on traitât présentement la géométrie pure semble devoir me jus- 
tifier suITtsanimcNt de ce reproche. Mais je ne pense pas non plus 
qu'il doive éire permis de s'ccarter aussi essentiellement de cette 
marche qu'a tenté de le faire l'estimable auteur du Traité des 
propriétés projeciii-es. 

Mon but étant de compléter la théorie élémentaire des propriétés 
des quadrilatères inscrits et circonscrits au cercle , j'ai pensé qu'il 
convenait d'abord d'offrir un résumé de ces propriétés, en rassem- 
blant ici tout ce qu'on a trouvé de plus intéressant sur cette matière. 



Les propriétés 1rs pins élémentaires du quadrilatère inscrit au 
cercle , démontrées dans les élémens , sont les suivantes : 
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r. Dans tout quadrilatère inscrit au cercle , fa 
ingles opposés est égale à la somme des deux 



r 



THÉORÈME . 
somme de deux . 
autres. 

Et réciproffuement , tout quadrilatère dans Irquel les sommes 
d'angles opposés sont égales est par là même inscriptible au cercle, 

THÉORÈME //. Dans tout quadrilatère inscrit au cercle , le 
rectangle des segmens de furie des diagonales est égal au rectangle 
des segmens de tautre diagonale. 

Et réciproquement , tout quadrilatère dans lequel les rectangles 
des segmens des deux diagonales sont égaux est par là même 
inscriptible au cercle. 

THÉORÈME 111. Dans tout quadrilatère inscrit , le rectangle 
des diagonales est égal à la somme des rectangles des côtés 
opposés, 

THÉORÈME IF. Dans tout quadrilatère inscrit , les diagonales 
sont entre elles comme les sommes des rectangles des côtés qui 
partent de leurs extrémités. 

A ces proprii'u's on peiit encore ajouter les propriétés (îes quadrila- 
tères inscrits à diagonales orthogonales de'couvertes par Aicliimùde , et 
étendues à la sphère par Carnot. 

THÉORÈME V. Dans tout quadrilatère inscrit , à diagonales 
ortftogonales , i." la somme des carrés des quatre côtés est double 
du carré du diamètre ; 2," la somme des carrés fies quatre seg- 
mens des diagonales est égale au carré du diamHre ; 3.** enfin , 
la somme des carrés des deux diagonales est égale au carré du 
diamètre , moins le quadruple du carré de la distance de leur 
point de concours au centre du cercle. 



Passons actuellement aux propriétés des quadrilatères circonscrits. 

THÉORÈME FI. Dans tout quadrilatère circonscrit au cercle , 
la somme de deux côtés opposés est égale à la somme des deux, 
outres. 
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Et réciproquement , tout quadrilatère dans lequel les sommes de 
côtés opposés sont égales est circonscriptihle au cercle. 

Je me suis occupé de celle réciproque à la page 49 du VI.* 
volume des Annales , et j'ai fait voir ( page 5o , note ) comment 
elle pouvait être démontrée par la théorie des contacts des cerclés. 

THÉORÈME VIL Bans tout quadrilatère circonscrit , la somme 
de deux angles opposés quelconques est égale à la somme des an^ 
gles opposés aux sommets formés par les droites qui joignent les 
points de contact des côtés opposés ; pourvu que Ton prenne ceux 
qui regardent les deux angles restans du quadrilatère. 

Ce tbéofème , dont la démonstration est fort simple ^ est dii à 
M. Poncelet. ( Propriétés projecti^^es , pag, a84 ). 

THÉORÈME Vni. Dans tout quadrilatère circonscrit , la droite 
qui joint les milieux des diagonales passe par le centre du cercle. 

Ce beau théorème est dû à Newton ; mais il n'avait pas encore 
été démontré , pour le cercle en particulier , d'une manière élé- 
mentaire. Je l'ai démontré par la théorie de^ contacts ( Annales ^ 
tom. XIV , pag. 3o9 ). 

Si Ton considère deux quadrilatères dont l'un soit inscrit et l'autre 
circonscrit à un même cercle , et qui soient en outre inscrits l'un 
à l'autre , on aura le théorème suivant , que j'ai auj^i démontré 
par la théorie des contacts ( Annales , tom. XIU , pag, 3o5 , et 
lom. XIV, pag, 43. 

THÉORÈME IX. Si deux quadrilatères sont Fun inscrit et 
t autre circonscrit à un même cercle , de telle sorte que les som-^ 
mets de finscrit soient les points de contact du circonscrit , i.* 
les diagonales des deux quadrilatères se couperont ' toutes quatre 
au même point ; 2.® les points de concours des directions des cAtés 
opposés des deux quadrilatères appartiendront tous quatre à une 
même ligne droite ; 3.^ le point de concours des quatre diago-^ 
nales sera le pôle de la droite qui contiendra les points de çofir- 
cours des directions dje$ côtés opposés. 
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Occupons-nous prJseiiiemenl dos propriéli^s des quadrilatères à 
la fois iiiscrîptibles et circouscripliijlps au cercle et que nous avoM 
atiiioiicé avoir ici principalement en vue. 

Soient O et l ( fig. i ) les centres des deux cercles , et ABCD 
un quailiilatLre ù la fuis inscrit au prsmîer et circonscrit au dernier , 
do niaiiicre que ses côtes cousc'cuûfs AB, BC , CD , DA touclient 
ce dernier en E , F , G , H. Soient menthes EF , FG , GH , HE , 
formant un nmivciiu quadrilatère inscrit au cercle I. Les diagonales 
AC , ED , EG , IH des deux quadrilatères se couperont toutes 
quatre en un uiéuie point P ( Théor. IX ). En outre , les trois 
droites AD , BC et EG concourront en un même point M , les 
trois droites AB , DC et HF en un même point N , les trois 
droites EF , HG et AC en uu même point R , et enfin les trois 
droites EH , FG et BD en un même point S , et les quatre points 
M , N , R , S appartiendront it une même ligne droite dont le 
point P sera le pôle. 

Désignons par r le rayon du corde inscrit , par R le rayon du 
cercle circonscrit, et par <7 , l> , c , (/ respeciivement , les tangentes 
AE— AH , BF=BE, CG^CF , DI!=DG. 

THÉORÈME X. Dons foui quadrilatère à la fois inscrit à 
un cercle et circonscrit à un autre , les droites qui joignent les 
points de contact des côtés opposée du quadrilatère a^ec le cercle 
inscrit divisent en deux parties égales les quatre angles formés 
par les deux diagonales , et sont par conséquent perpendiculaires 
Tune à lautre. 

Démonstration. En efTct , le quadrilatère ABCD étant inscrit eu 
cercle O , les deux angles CAD , CBD sont égaux comme inscriis 
au même arc. Les deux angles AIIF , BFH sont aussi égaux , 
comme formes par une même corde FH et les tangentes à ses 
deux extre'uiitt?s. Donc les deux triangles APÏI et BPF sont équian- 
gles ; d'où il suit que Ang.l^XW^Ang.Vt^Y ; mais on a Ang&VT 
:^.^//^.DPH , comme opposés au sommet ; donc Ang,S9\\-==.Aus.\\V^ ; 
donc la droite PH divise en deux parties égales l'angle APD ; et' 
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on prouvera , d'une manière semblable , que la droite PE divise 
en deux parties cigales l'angle APB ; donc les deux droites EG 
et FH , qui divisent en deux parties *j;ales les angles adjacens APB 
et APD , sont perpendiculaires Tune à l'autre. 

^ THÉORÈME XL Réciproquement , si , dans un quadrilatère 
eir conscrit au cercle , les droites qui joignent les points de contact 
des côtés opposés sont perpendiculaires lune à F autre , ce quadri- 
latère sera inscriptihle à un autre cercle. 

Démonstration. En effet , dans les deux quadrilatères AEPII , 
CFPG , les angles en P sont égaux comme droits ; de plus , il est 
aisé de voir que les angles E et H du premier sont les supplémens 
respectifs des angles G et F du second ; donc leuri angles A et C 
sont aussi supplément l'un de l'autre ; ce qui prouve que le qua- 
drilatère ABCD , déjà circonscrit à un cercle , est inscriptiblc à un 
autre cercle. 

THÉORÈME XU. Dans tout quadrilatère à la fois inscrit à 
nn cercle et circonscrit à un autre , les centres des deux cercles et le 
point de concours des diagonales appartiennent tous trois à une 
mime ligne droite. 

Démonstration. En effet, le point P étant le pôle commun de 
la droite MN y par rapport aux deux cercles , leurs centres O et I 
doivent se trouver tous deux sur la perpendiculaire PQ abaissée de 
ce point sur cette droite. 

THÉORÈME Xni. Dans tout quadrilatère à la fois inscriptihle 
et circonscriptible , les distances des soYnmets au point de concours 
des diagonales sont proportionnelles aux tangentes menées de ces 
sommets au cercle inscrit et terminées à ce cercle. Les diagonales 
de ce même quadrilatère sont proportionnelles aux sommes de tan-^ 
gentes menées de leurs extrémités au mime cercle. 

Démonstration. En effet , le triangle APB , dans lequel la droite 
PE divise l'angle APB en deux parues égales donne PA:PB:: 
£A: EB: : aib.lM triangles BPG » CPD ^ DPA donnent , poujr les 
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mêmes raisons , PB:PB::3:c, PC : PD::<::</el PD:PA : :^:*i 

d'où on conclut 

VA : Ph :Pt :PÎ) : : a : h : â : J . 

De cette suite de rapports (?gaux , on conclut ensuite. sans difficulté 

AC : BD ; : a+c : i+J . 

THÉORÈME XIV. Dans tout quadriïathe à la fois înscrip^ 
iîhlù et circonscriptible , le produit des tangentes menées de deus 
sommets opposés et terminées à leurs points de contact est constant 
et égal au carré du rayon du cercle inscrit. 

Démonstration. En effet , menons les droites AI , BI , CI , DI ^ 
des sommets du quadrilatère au centre du cercle inscrit y et les 
rayons lE , IF , IG , IH , aux points de contact des cottes de ce 
quadrilatère ; les deux triangles AIE y GIF seront semblables. En 
etFet , ils sont d'abord rectangles y l'un en E et l'autre en F ; de 
plus y leurs angles en A et G sont les moitiés des angles de même 
dénomination du quadrilatère ; et , puisque ces derniers sont sup« 
plëment l'un de l'autre y les autres seront complément l'un de 
l'autre. On aura donc Ang.KYE.=:Ang\ClP et Ang.\KK=:Ang.CW. 
Ges deux triangles semblables donnent ainsi AF : LE : : IF : GF ou 
m :r i:r:c y d'où ac-^=:r^. On trouverait pareillement bdzizr* ; ainsi 






Ce théorème y assez remarquable y n'était point encore connu. 

Corollaire T» Le quadrilatère ABGD étant inscrit au cercle, on doit 
avoir AG X BD= AB xCO+AD x liC=i{a^){c+b)^(a^d)(b^) 
= ^^ + ûf^+ bc + bd^ab -|- a ^ -f- bd-\-cds=i {ab'\-bC'-{<d'\^d)'^4''^ 

U, On a aussi AG : BD : : (a-^) : (^-HO* ^ ^^ ^^ ^^ 
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*C= ^^ » ID- J^ 

m. On a encore 

AP:BP:CP:DP:AC .N) ::û :i :c:J:(a-{-c) :{i+J) , 
d'où l'on tire 

lY. Du centre O du cercle circonscrit abaissons des perpendi- 
culaires OK et OL sur les diagonales AC et BD du quadrilatère ; 
les points K et L seront les milieux de ces diagonales ; et la droite 
KL qui les joint passera ( Théor. VIIL ) par le centre I du cercle 
inscrit. Le quadrilatère OLPK , ajrant deux angles droits opposes 
K et L , sera inscriptible ( Théor. / ) ; et Ton aura par conséquent 
( Théor. II) lO X IP=IK X IL. 

Cela pos«? , on aura , d'après un théorème d'Euler ÂC*+BD*+4KL* 
ou bien ïc'4-BD'+4ÏK'+8IKxIL==:(^ï+^y 4.(^-|^y+(^+^ 
'^(d-^ay. Mais on tire des triangles AIG , BID 

sobstit uant donc , il viendra 

:i(n*+5ï'HH3î'+î>r)+8IK XlL== (a'+y+i^ j^-)j^:t{a^){b^ ; 

substituant enfin pour Ai\ fiP > cT ^ 'UIls leurs valeurs respectives 
Tom. XF. ao 
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^/•-f r* , y-\-r' , £'-\-r' , tP-^r* , il viendra , toute» réductlpnt 
faite» f 

V. Le triangle AlP donne Ip*=Â!'+ÂP'— sAIxAPCmJAP. Le 
triangle AIC donne d'ailleurs 

donc 

îF=Âr4-ÂF— AP.V'+^""^=Âr+ig'-APxAc~~(ia'-a^ 



_^_ AP 

substituant donc pour AI* 9 aF $ APxAC , — ^ , CI 9 leurs TaleuSt 

AG 

il viendra 
ou bien 



d'0& 



donc 



donc aussi 



i^+cXb+J)=:'^. l 



IKxIL== ^''g! j 



01= — =1 . 



THÉORÈME XK Les quadrilatères circonscrils à vn mime 
cercle de telle sorte que leurs diagonales se coupent au même point]f 
et çu'en outre les droites qui joignent les points de contact du 
côtés opposés soient rectangulaires 9 sont tous insçriptibles à un 
même cercle. 

Démonstration^ En effet , les quadrilatères ëtant tels qu'il Tient 
d'être dit 9 il résulte du Théorème XI que ces quadrilatères sont 
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inscrîptibles , chacun en particulier , et du Théorème XII que les 
centres des cercles circonscrits sont sur la droite IP qui passe par 
le centre du cercle inscrit et par le point où concourent toutes les 
diagonales. Il résulte enfin de tout ce que nous venons de prouver 
que ta distance du centre de chacun des cercles circonscrits au 

centré, du cercle inscrit est — « > ^^ m^^ > P^ conséquent , cette 

distance est constante ; d'où il suit d'abord que les centres des 
cerclée circonscrits se confondent tous au point O de IP tel que 

01= ' — I « Mais le point P devant être le pôle d'une même 

droite , relativement au cercle I et à chacun de ces cercles cir- 
conscrits, et ce point étant déjà le pôle de la droite 'MN relali- 
Témetil'au cercle I, on aura aussi OPxOQ=R* ; donc , puisque 
le point O est le même pour tous ces cercles , OP et OQ étant 
conslans , tous ces cercles auront le même centre et le même rayon , 
et couséquemment tous nos quadrilatères serçnt inscrits à uh même 
cercle. 

THÉORÈME XVl. Si un quadrîlaùre est à la fois inscrit à 
un cercle et circonscrit à un autre cercle , // y aura une infinité 
d autres quadrilatères qui seront aussi inscrits au premier cercle 
et circonscrits au second , dont les diagonales passeront toutes par 
un même point , et dont les points de concours des directions des 
côtés opposés seront sur une même droite , polaire de ce point par 
rapport à Tur\, et à T autre cercles. 

Démonstration. En effet , par le point de concours des diagonales 
dé notre quadrilatère > menons deux cordes orthogonales quelconques 
du cercle inscrit « et circonscrivons à ce cercle un quadrilatère dont les 

points de contactsoient les extrémitésdecescordes; il résulte du précédent 
théorème ^ue ce quadrilatère et le premier devront être inscrits au même 
cercle ; mais le premier est déjà inscrit à un cercle , auquel le second devra 
cotiséquemment être aussi inscrit ; il y aura donc une infinité d'autres 
quadrilatères jouissant de la même propriété que le premier. 



.^4 
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: l'on circonscrirait- 



Cela est évident , 



pac 



Je (lis de plus que tous ces (quadrilatères que 
au cercle auquel est circonscrit le preuiier , en prenant trois de ses 
sommets sur la circonférence du cercle auquel celui-ll est inscrit 
se trouverait également Inscrit à ce cercli 
ce qui vieut d'être dit plus haut. 

Considérant présentement , en particulier , deux des quadrilatères 
en nombre infini qui peuvent être à la fuis inscrits à l'un de noB' 
cercles et circonscrits à l'autre , les points de concours des diago- 
nales de l'un et de l'autre doivent coïncider. En ofiet , chacun d* 
ces points doit ôlre le pôle d'une ni^uie droite relativement am 
deux cercles ; ils doivent donc être situés tous deux sur la droite 
01 qui joint leurs centres. Soient P l'un de ces points et Q le pied 
de la perpeiidicul.iire OI à la polaire de P; on aura , relativement, 
au cercle inscrit , IPxIQ=r' , et relaiivenieni au cercle circonscrit 
OPxO(i=K"ou (OI-}-IP)x(OI+IQ)=R\d'où Ôi'+OI(IP+IQ) 

=R'— /■'.et ÏP-t-IQ=:"'~'^'"^' . Le rectangle dn deux droitea 

IP et IQ est donc donné , ainsi que leur somme ; jes deux droite* 
sont doue données elles-mêmes ; la situation du point P est donc 
constante sur la droite OI ; ce point est donc commun à toutef 
les diagonales , ainsi que nous l'avions annoncé. 

PMOBLÈME. Deux cercles étant donnés de grandeur , quelle 
doit être la distance entre leurs centres pour iju'un même quadri- 
latère puisse à la fois être circonscrit au plus petit et inscrit au 
plus grand i" 

Solution. Soient R le rayon du plus grand cercle , r le rayon 
du plus petit , et .r la dislance cliercliée entre leurs centres qui 
résout le problème. 

Supposons les deux cercles disposés l'un par rapport à l'autre de 
la manière que l'exige le problème ; connue alors une des diago- 
nales du quadrilatère pourra être prise arbitrairemonl, nous pourrons 
prendre pour cette diagonale le diamètre du cercle circonscrit qui 
contient le centre de l'tuscrit. Soit donc AC ce diamètre ( fig. :i ) 



I 
I 



' • 
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et B un troisième sommet ; et soient menées sur BA et BC Ie& 
perpendiculaires lE et IF. On aura A£==uar , CF=c , IE==IF=r , 
AI=iî+^ , CI=JÎ — x , et par suite 



4'où 

ajoutant et retranchant tour à tour à cette dernière équation , Tëqua- 
tiou aac=:2r' , il viendra 



» ' « 



d*où y en multipliant , 



Mais on a , d'un autre côté ^ 

égalant donc ces deux valeurs , transposant et réduisant , on aura 
iiualement 



d'où 



^=V/R*+^*i^\/4R«+r» . 



On lèvera rambi^uïtë du signe en observant <pie lorsque R*=2r* 
la valeur de x doit être nulle , ce ç[ui prouve que c'est le signe 
inférieur qui doit étjre admisp 
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GÉOMÉTRIE ÉLÉMENTAIRE. 

Démonslraiiori d'une propriété du quadrilatère complet ; 



% 



Par M. Vecten , licencié es sciences , 



JL HÈORÈME. Si , par les sommets du triangle formé par la 
rencontre deux à deux des trois diagonales d'un quadrilatère complet , 
on mène des parallèles aux côtés respectivement opposés , ces parallèles 
formeront un nouveau triangle circonscrit au premier , dont chaque 
côté aura quatre intersections avec les côtés du quadrilatère doni 
il s'agit , ce qui fora douze intersections en tout. 

Or , /'/ arrivera que ces douze points ,' déjà distribués trois à 
trois sur les quatre côtés du quadrilatère proposé seront aussi dis^ 
tribués trois à trois sur les quatre côtés d'un autre quadrilatère 
dijérent de celui-là. 

Ceux de ces douze points qui se trouveront de nouveau en ligne 

droite trois à trois seront ceux oit les côtés du triangle formé par 

trois quelconques des côtés du quadrilatère proposé seront coupés 

par tes parallèles aux irais côtés du triangle des diagonales de 

^ce même quadrilatère. 

Démonstration. Soient AEC , BCD , EFD , AFB ( fig. 3 ) les 
quatre côtes d'un quadrilatère complet , ayant pour ses trois dia-^ 
gonales AD , BE , CF , formant par leur rencontre le triangle GHK* 
Soit circonscrit à ce triangle le triangle PQR doQt les côtés soient 



r 

\ 
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respectivement parallèles aux siens ; ces côtés , par leur rencontre 
avec ceux du quadrilatère, détermineront douze points ; et il s'agit 

*de démotitrer que ces douze points, déjà distribués trois à trois 
sur les quatre cotés du quadrilatère proposé , le seront aussi trois 
à trois sur les quatre côtés d'un nouveau quadrilatère difléreut de 
celui-là. ^ 

Pour bien faire comprendre quels sont ceux de ces douze points 
^e nous devons démontrer être en ligne droite, remarquons qu'ea 
prenant trois à trois les quatre côtés de notre quadrilatère , on ob- 
tient quatre triangles ABC , CDE , BDF , AEF , tous inscrits au 
triangle GHK ; en prenant le mot inscrit dans le seiis le plus large ; 
c'est-à-dire , tous tels que les trois sommets se trouvent situés sur 
les directions de ses côtés. Or ,. pour chaque triangle , les trois points 
qu*il faut démontrer être en ligne droite sont ceux où ses côtés sont 
coupés par ceux des côtés du triangle PQH qui se trouvent paral- 
lèles à ceux du triangle GIIK qui contiennent les sommets opposés. 
Ainsi , en particulier , pour le triangle ABC , par exemple , les 

jpoints en ligne droite seront 

Le poîat a , intersection de BC , oppose k A ,sStaé sur HK , avec ta parallèle QR , 
Le point b , intersection de CA , opposé à B , situé sur KG, avec sa parallèle RP , 
Le point c , intersection de AB , opposé à C , situé sur GU, avec sa parallèle PQ ; 

,et il nous su (Tira même de démontrer la propositiou pour ces trois 

, points. 

Pour cela , rappelons d'abord que , dans tout quadrilatère com- 
plet, chacune dos trois diagcmiles est coupée par lés dçux autr^ 
en parties proportionnelles , ce qui donne 

AH_DH BK.__EK CG __ FG 

AÏr'~"5K ' ■bÛ~~ËG' * CH~FU ' 
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mais y si Ton mène les droites PA , QB , RC , coupant re^ecti- 
Yement QR ,RP,PQenT,U,V,à cause des parallèles ^ 
on aura 

AH _ TR BK _^ CG _ VQ , 

ÂK ~ TQ ' BG'~ UR ' CH "^ VP ' 

donc y en comparant 



DH TR 


EK 


__ ^ 


FG 


-^Q . 


DK "* TQ 


EG 


~~ÛR * 


Ffl" 


- vp » 


-et j par suite ^ 




. 








DH.EK..F6 


TR.UP.VQ 


• 


• 


• 


DK.EG.FU ' 


~TQ.UR.VP 


9 





maïs , en considérant la droite DFE comme transversale du trian-- 
gle GHK y on voit que le premier membre de cette dernière équation 
doit être égal à Tunitë ; donc son second membre est aussi égal 
à Tunité j d'où Ton conclut , par les théories connues , que les trois 
droites PA , QB , RC doivent concourir en un même point L , et 
que conséquemment les trois intersections de QR et BC , RP et 
CA , PQ et ABy doivent appartenir à une même ligne droite. 

Corollaire. Il résulte de ce qui précède que , si l'on joint le 
sommet P du triangle PQR opposé à QR parallèle à la diagonale 
AD , aux deux extrémités A et D de cette diagonale , par les droites 
PA et PD , ces droites contiendront les deux extrémités K' ^ TV 
de la diagonale correspondante du nouveau quadrilatère complet 
sur 'lequel nos douze points se trouvent distribués. Il en sera de 
même des droites menées des sommets Q et R aux deux extré- 
mités des deux autres diagonales du quadrilatère primitif, comme 
on le voit dans la figure« 
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En «flet y dans les deux triangles eh^d et ft'd^ , les droites ef ^ 
Vc^ y Jd' y qui joignent les sommets deux ji deux , concourent , par 
ce' qui précède , en un même point û^ ^ d'où il soit que les points 
P , A , .V dlitfecsection des directions des côtes respectivement op* 
pos& à ces sommets doivent appartenir à une môme ligne droite ; 
et on en démontrerait autant pour les auti^s poinls^ie la figure qui 
ite trouvent dans les mêmes circonstances. 

RemarqMô. Nous avons démontré jplus haut qae les droites PA > 
QB y RC c(mcourent en un même point ^ ^ et nous aurions démontré 
de la même manière que les droites PA « 4[^ , RF concourent en 
un même point O; d'où il suit que la droite PA contient les 
deux points O ^ L ; mais il résulte du corollaire qui vient d'être 
déinontré que cette droite contient aussi le point A^ ; donc les cinq 
points AyA^yPyOyL appartiennent à une même ligne droite ; 
et on en démontrerait autant de chacun des cinq autres systèmes 
de cinq points placés ^ dans la figure , dans les mêmes circonstances 
que ces cinq le* 



Tom. Xr. a» 
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ANALISE TRANSCENDANTE^ 

Sur quelques cas de déçeloppement des fonctions » et 
en particulier sur le dës^loppement des puissances 
fractionnaires des sinus et cosinus; 

Par M. Steot , professear de mathématiques au gymnase 
de Trêves , aucien élève de l'école polytechnique. 



Sur le développement des puissances fractionnaires fun binôme. 

<■ 

JLl'APaÈs les principes connus , on a 









ffl 

Mais, on sait que (^-f-^ÂT Joit avoir n valeurs distinctes ; donc le 
développement ci-dessus , ne donnant qu'une seule de ces valeurs , 
n'est pas complet , c'est«à-dire , qu'il n'exprime pas la valeur complète 

m 

de la fonction (tf+*)""C)- 



^^mmmmmamimtmmmm'^^mmmmfi^'^immmmmmmmÊm^ÈèmiétÊmm^ÊmmÊmmmi 



(*) Eo éf rirant 



^ V'na'ii a» a"'» aa 3ii«î' J 
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m 

D'un autre c6të , on sait que la fonction (a^b)^ ne saurait ad*- 
mettre plus de n yaleurs distinctes , d'où on doit conclure que 
toute équation de la forme 

s 

où la fouction {{a ^b ym ^n) admet n valeurs dUn^rentes et se 
trouvje telle que 

lionne toutes les valeurs possibles ou » en d'autres termes ^ la valeur 

m 

complète de (^+3)'»' • 

Gela posé , désignons par D le développement ci-dessus.; en 
observant que 

^7— Cos.^+v/^Sin.2:i , 
p étant un nombre entier quelconque, 4 on pourra écrire 

(^+*)r= ^Cos. ^ +/=; Sin. ^) D ; 

équation qui sera vraie quel que soit le nombre entier positif p. 
^t comme alors son secoud membre , comme le premier , admettra 
n valeurs différentes , ce second membre sera le développement 

m 

complet de (tf+3)« (*). 



mmm^ 



ne pourrait- on pas dire que le développement «st complété par le facteur 

Ml m 

• 7, susceptible 9 comme {fl^byT^ de n Taleurs'différentet ? 

J. B. G • 
(^) En mettant D p comme nous TaTons fait tout à 1 hcure^ «ous lu 



forii.e 



N 
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Toutes les fols donc qu'on voudra raisonner sur le développe* 

m 

ment de la fonction (tf-|-^)« , il faudra employer le développe-» 
ment complet 



/^Cos. ?^ +|/=TSin. ^) D ^ 
et non pas sa valeur particulière D. 

S. IL 

Sur là ièveîoppement des puissances fractionnaires des sinus H 



cosmust 



I. Les considérations exposées dans le précédent §• , bien ({u^ex- 
trémement simples , paraissent ~ de nature à faire évanouir toutes 
les diflicultés que présentent les développemens de 






et même à montrer comment ces difficultés , qui ont tant occupé 
les géomètres depuis quelques années (*) ^ se seraient pour ainsi 



D=U2n [ lA • U —.——.— +.,„ 1 

m 
il faudra ne prendre pour an qoe sa râleur arithmétique absolue y sana^ 

quoi les n Taleurs de ce facteur ^ combinées avec les n valeurs de 

Cog. •2-— «^^ZTî * , donneraient pour le développement de (a+J)* 

plus de râleurs qu'il n'en comporte. 

J. D. G. 
(*) Vojez Annales , tom, XIII i pages g4 et 11 3, M. Poinsor^ dans nn 
Mémoire sur Fanalîsc des sections angulaires , lu à l'académie ro/ale de# 
sciences de Paris , le 19 mai i8)3 ^ s'est aussi occupé de cette question. 

J. D. G, 
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dire éranouïes d'elles-mêmes, ou plutôt ne se seraient point pré- 
sentées, si Ton avait raisonné avec la rigueur convenable. 

En effet, suivant le procédé indiqué par M. Lacroix, ( Trait, de 
êal. diff. et intég. , tpm. III , pag. 609 ) , posons 



Cos. 




mais ayons soin , en développant le second membre suivant la 
formule du binôme , d*employer l'expression complète , telle que 
nous Tarons trouvée §. L Après être repassé des exponentielles aux 
fonctions circulaires ^ nous trouverons 



Cos. — *+ - Cos. I — — 2ÏJrJ —Cos.! — 

+l/^ J Sin. — X'\ Sîn, I a j r-^.... > 

> Cette expression est nécessairement complète ; c'est-à-dire qu'elle 

m m 

donne toutes les n valeurs différentes de la fonction 2'*Cos.njr. Il 
est trèS'facile de la vérifier pour des cas particuliers , ainsi que l'a 
ftiit M. Poisson pour la formule complète qu'il a donnée ; mais cela 
n'est point nécessaire , puisqu'il ne jaurait y avoir de doute sur soi| 
exactitude. 

• 2. Rien de plus facile maintenant que de trouver la valeur de 
p qu'il faudra prendre pour obteiiir une racine déterminée de l'ex-- 

pression s,*^ Cos.** jt» £n effet, posons, pour abréger^ 






P=Cos. — ir4- — Cos. f — — 3^ jO-- -^Î^Cos/— —Ax-^-., 

n n \ n / ' n am \ n J 

Ç=Sm. - ^+ - Sin.( 2>-^ Sin.f ^4)^+*' 
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S m • \ 

soit en outre dc^signëe par R la racine r^lle positire d€ aiT.Cos* — * S. 
Tequalion ci-dessus pourra être écrite ainsi 

Brcos, ^+v/=:iSm.2^)=(co». ^+/=TSin e^)(P+v/r;0 

/?^ représentant un nombre entier quelconque, généralement diffé^ 
rent de p. Effectuant de part et d'autre les opërations indiquées et 
posant 9 pour abréger , 

I» » 

îl Tiendra 

/ICoç-A^+V/^Ï^Sin A/=PCos.*~ÇSin A-f v/~O^Sin.*+ÇCos.*) 5 

d'où, «i égalant séparément les parties réelles et les parties ima-^ 
ginaises (*) , 

jRCos^^=:PCos.A:— ÇSin.-4 , (i) 

JlSin>=:PSin:i!:+ÇCos.A . {2) 



(^ Nous plicerèni ici une remurque qui nous parait importante : c'est 
qu'ajant une équation de la forme tt'=b'\-c^~i t on ne doit pas en conclarè' 
trop légèrement as=à , e=ro , lorsque ces quantités sont des séries«.On sait ^ 
en effet qu^une valeur imaginaire peut être développéa en une série A% 
termes réels , comme par exemple 

(— j:*)s=:[l— (l4.jr*)]»=i 



l« «MMMMMaBHBi^«B^|ta 



% a«4 a.4«6 i.4»6.8 

mais qu'alors cet séries ne sauraient être constamment conrergentes. Lom 
donc que . quelqu'une des trois quantités a ^h^ e sera une série dirergente^ 
on ne pourra être certain de la conclusion a^sà , cs=:o« 
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Prenant Ja somme des carrés des deux nwmbces de ces écjuations , 
on aura d'abord la relation 



iPssP'+O* , d'où R=:±i^f!:^ , 



s 

au moyeu de la^ielle on pourra toujours calculer la valeur réelle 

Ml m 

i2m<]ue ou la valeur réelle positive de 2nCos^'^Xj après avoir dé- 
terminé P et Q. Les équations (i 9 2) donneront ensuite 

^ _ PCos.V+QSîiufc' ^. . JPSin.V— QCos.*^ 

Cos.A= p > Sm.fc= 5 :^ • 

mm 

Au moyen de ces valeurs^ celle de zn Cos. aj: pourra être écrite aiis^ 

2^ Cos.?.r=ih v/ï54:ô*(CQS.*'+/'^SiujlO 



/ 



=+^PH^(Cos.2^+i/=TSÎn.2Ç^^ • 



Ainsi y P et Q étant calculés y on aura la Taleur d'une racine que!-* 

mm 

conque déterminée de 2^ Cos. ïTrr en évaluant le second membre au 
moyen de p^ qui sera donné y puisqu'on suppose que la racine dont 
il s'agit est déterminée. Si y par exemple ^ on demandait la racine 

entièrement réelle , il fSsiudrait supposer Sin. -'— =50 , d'où /'.= 

0u — ou ;» ; ce qui ferait retomber sur la valeur 
» ■ * 




Cette remarque , «b surplus , n'intéresse aucunement le sujet qui nous 

•coupe y attendu que P et Q étant chacun , par la forme même de leur 

m 
déreloppement y moindres qne aA*^ ne sauraient être des séries dÎTergentes» 

. ( NqU df ilL Sain. ) 



\ 
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3. Ce qui précède suppose qu'une au moins des i^urs de 

m m 

2F Cos. f^x est réeHe; mais si /i est pair et Gos.jr négatif , il n'j 
en a pour lors que d'imaginaires. Dans ce cas , nous d&ignerons 

■ mm 

par Ii\/^ï la valeur positire de 2* Cos. «jr purement imaginaire^ 
et nous aurons 

5v/z:T(Cos.iP+ v'=;sin.*o=(Co».*4-/=ïSîiiJt)(P+ v^zir^ . 

En développaDt «t galant sépttrimttM les paitie» réelles et Ut 
parties imaginaires de l'équation résultante , nous troavefODS 



d'où 

tt y par suite , 

A £L 

ce qui donne 

2»» Cos. '^xzs^7!+^(Cos.i^^ l/HiSin^A:') y'^ 



=/]5M^*(Cos-î^+/:=7Sin.^^ /= 



I • 



4* Ces formules se rërifient aisément pour divers cas particu- 
ïîers , comme , par exemple , pour x^zim et — = j ; mais ces vé- 
rifications sont complètement inutiles , puisque les formules ne sau* 
raient manquer d'être exactes ; ei Ton peut , à Tinverse ^ s'en 
servir , dans chaque cas particulier , pour déterminer les valeurs 
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des séries repn'senlûes par P vt Q , ce qui peut oiï'rir d'iult-'res- 
sans r^siiliais. 

Nous croyons pouvoir affiniiLT , en terminant , que lotîtes Its 
difficultés auxquelles ont pu et pourraient encore donner Heu à l'avenir 

les d(?veloppenien5 de 2""Cos.ir.r et anSin, â"j; se résoudront aisé- 
ment et compltlenicnt i l'aide des considérations qui viennent d'^tie 
exposées. 



^ 



GEOMETRIE ELEMENTAIRE. 

Recherche de quelques - unes des lois ge'nerales qui 
régissent les polyèdres j 

Par M. G E R G o N N E. 



JJans la Wil.* note de ses Èîèmens de géométrie , M. Legendre 
a déduit du iliéorème d'EuIer , sur les polyèdres , quelques con- 
séquences exlrOmement piquantes , pour la plupart. Mais cet illustre 
géomètre paraît avoir négligé de remarquer qu'excepté quelques 
théorèmes, tels, par exemple, que celui d'Eulcr, dans l'énoncé des- 
quels le nombre des faces et celui des somiucls figurent de la 
même manière , il n'est aucun théorème de ce genre auquel i! ne 
doive inévitablement en répondre un autre , qui s'en déduit en y 
permutant simplement entre eux les mots Jaccs et sommets (*). 



(*) Oo peut consulter 

( p»g, 3^—345 ). 

Tom. Xr. 



■ ce sujet le IX.' volume du prifaeut recueil 



i58 LOIS GÉNÉRALES 

La vvtlté de celto assertion s'iiperroU snr-le-cliamp , en imaginant , 
dans l'espnce , une surface qiii;Icijnqne du second ordre, disposa 
d'une manière quelconqtie par rapport à un polyèdre dunn^, quel 
qu'il soit , et en supposant qu'on ait déterminé les polaires eon— 
tuguées ou rèriprotjucs de ses arêtes , par rapport à celle surface. 
On voit , en eflbt , que les polaires des côtés d'une même face con- 
courront eu un mtUne point , pôle de celle face , ei que ios 
polaires des ari^tes d'un niéiiie sommet seront , dans un mi^me plan , 
plan polaire de ce sommet; d'où l'on voit que ces droites seront 
les arOtes d'un nouveau polyèdre , ayant aulant de sommets que 
l'autre a de faces et aulant de faces qu'il a de sommets ; et dans 
lequel , en outre , chaque sommet aura autant di' faces que la face 
correspondante du premier avait de côtés , et chaque face autant de 
côtés que le sommet correspondant du premier avait dari^tes. Il 
est manifeste , de pKis, que le premier des deux polyèdres dépendra 
du second de la même manière que le second dépendra du pre- 
mier ; de sorte qu'on pourra les considérer comme conjugués oa 
réciprotjues l'un de l'autre. Suivant donc que l'un des deux sera 
possil)le ou impossible , l'autre le sera égulument. 

Cette seule considération sulTit pour montrer que des théorèmes 
de M. Legcndre il en résulte nèccssairemeui quelques autres et pour 
indiquer en même temps la manière de les démontrer ; mais , en 
y rctlécliissanl mieux , nous avons reconnu qu'on pouvait , par un 
procédé loul-à-l'ail simple et uniforme, parvenir à un nombre illi- 
mité de tels iliéorèmes. Nous nous bornerons ici à e'tabbr Ips plus 
remarquables d'entre eux , ce qui suiTira pour mettre sur la voie 
de la recherche des autres ceux d'entre nos lecteurs que ce sujet 
pourra intéresser. 

Rappelons d'abord le théorème d'EuIer qui est le fondement d* 
toute celte théorie : 

L Dans tout polyèdre y la somme du nombre des Jaces et du 
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nombre des sommets surpasse constamment de deux unités le nombre 
des arêtes (•). 

En rppri'sentaiit donc par F le nombre des fnces , par S le 
Dombre dt's sommets et par A le nombre des arêtes d'un poljûdre 
quelconque, on aura 



F-\-S=A+2 



0) 



le 



Soient ensuite représentés respectivement par a, b,c, 

nombre des faces trigones , tétragones , pentagones, hexagones, , 

et par a , ^ , 7 , 3 , , lo nombre des sommets trii-dres , tétraèdres , 

pcntaî'dres , hexaèdres, ; on aura d'abord évidemment 



F=a+l>+c-{-d-\-e+/+... 



(2) 



En outre , commf cliatjue art^le apparllcut à la fgis à deux faces 
et se termine à deu\ sommets, il sV-iistiit qu'eu comptant , 5(ûl le 
nombre des côtés de toutes les faces, soit le nombre des arôtes de 
tous les sommets , ou compte dctis fois le nombre total des arêtes 
' du poi_yèdre ; de sorte qu'on doit encore avoir 



2A—3a-{-4è+5c+6d-\-je-\-^/+ 



(3) 



Substituant les valeurs (2) de F et 5 , et toiir à tour les deux 
valeurs (3) de A dans l'équation (1) , on obtiendra les deux 
«uirautes ; 



(*) Oa peut consulter , sur l'historîquf et sur la démoiislratioi 
tbéoi'cine , le Ul.° volume du prient recueil (p^ig- itîg^iSg }. 



J 



i6o 
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=(ci+(î+ï+J+i+ )=;+o+2iH-3f4-4''+5«4-.... 

n(a+i+c+J+e+ )=4+=.+2p+3ï+4J+5!+.... 



(-i) 



desquelles seules nous allons déduire tant les théorèmes de M. Le- 
gendre qire tous ceux que nous nous sommes proposés d'y ajouter. 
D'abord , ces deux équations peuvent être écrites ainsi 

a^+e-{gi..-4(x+i+-,4-...)-:>-(i+c)-:,(d+e)-3a-+g)-...}, 

d'où il suit que 

n. Dans loul palyèfire , les M, Dans tout polyèdre ^ les som~ 
faces d'un nombre impair de côtés mets d'un nombre impair d'arêtes 
sont toujours en nombre pair. sont toujours c;i nombre pair. 

Entre ces mêmes équations (4) , on peut éliminer tour à tour 

fl et a, b et p , c et y , >'ous nous bornerons à examiner ce 

qui résulte des quatre premières éliminations. 

Si d'abord on élimine tour k tour a et a , l'élimination de a 
entraînera celle de d, et rétiminatlon de a entraînera celle àe d i 
ou aura 

3a+i|î+J = i=+(.+s5+3.+...)+=(i+=t+3^+...) , 

3<z+2i+c=i=+(e+=/+3^+....)+=(,'î+3ï+3a 

tl'où résultent les conséquences cjue voici : 



>(5) 



III. Il n'existe aucun polyèdre III. // n'existe aucun polyèdre 
dont tous les sommets aie/H plus dont toutes les faces aient plus d* 
de cinq arêtes. cinq côtés. 
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IV, Un polyèdre (jiti ri a ni W. Un polyèdre ^ui n'a n! faces 

sommets tétraèdres , ni sommets tétragones , ni Jaces pentagones , 

pentaèdrès , doit ayoïr au moins doit avoir au moins quatre Jacey 

quatre sommets tiihdres. trlgones. 

y. Un polyèdre qui n'a ni \, Un polyèdre qui n'a ni foces 

sommets irièdres , ni sommets trigones , ni faces penlagoms , 




pentaèdrès , doit avoir au moins 
six sommets tétraèdres. 

VI. Un polyèdre qui n'a ni 
sommets triédres , ni sommets 
tétraèdres , doit avoir au moins 
douze sommets pentaèdrès. 

VII. Si un polyèdre , dont toutes 
les faces sont trigones , n'a que 
des sommets triédres et des som- 



doit avoir au moins six Jaces té- 
tragones. 

VI. Un polyèdre qui n'a ni Jaces 
trigones , ni Jaces tétragones , 
doit avoir au moins douze Jaces 
pentagones, 

\ II. Si un polyèdre , dont tous 
les sommets sont triédres , n'a 
que des Jaces trigones et des faces 



mets hexaèdres , // en aura né- hexagones , // en aura nccessai- 

cessairement quatre de la première rement quatre de la première de 

de ces deux sortes, ces deux sortes, 

VIII. Si un polyèdre^ dont \ïll. Si un polyèdre , dont tous 
toutes les Jaces sont trigones , n'a les sommets sont triédres , n'a 
que des sommets tétraèdres et des que des Jaces tétragones et des 
sommets hexaèdres , il en aura Jaces hexagones , il en aura né- 
nécessairement six de la première cessairement six delà première de 
de ces deux sortes. ces deux sortes. 

IX. 5/ un polyèdre à Jaces IX. Si un polyèdre à sommets 
trigones n'a que des sommets pen- triédres n'a que des jaces penta- 



taidres et des sommets hexaèdres , 
// en aura nécessairement douze 
de la première de ces deux sortes. 



gojies et des faces hexagones , il 
en aura nécessairement douze de 
la première de ces deux sortes. 



Si , entre les deux inOrncs équations (4) , on élimine ime qiieIcon(|iie 
dtf d^uz quantitcs a el a I l'autre disparaîu-a aussi , et il viendra 








=8+C«:+2<f+3ff+ )+(v+2a+3î4- 



ce .(jaX' conduit aux cons»?qiiences que voici : 

. . X.'ir'" polyèdre ne saurait être privé à la J'ois de faces trigones 
• ft de sommets /rièdres. Il faut même gue le nombre tant des uns 
^ue des autres ne soit pas moindre (fue huit. 

XI. Tout polyèdre ^ui n'a point XI. Tout polyèdre fjui n'a point 

de faces irigones a au moins huit de sommets irièdres a au moins 
sommets Irièdres. huit faces trïgones. 

Xn. Si un polyèdre à faces XII. Si un polyèdre à sommets 
tétragones n'a que des sommets tétraèdres rC a que des f aces triganes 
irièdres et des sommets tétraèdres \ et des faces tétragones ; il en aura 
il en aura nécessairement huit de nécessairement huit de ta première 
la première de ces deux sortes, de ces deux sortes. 

Si , entre les deux mt!-mes e'^naiious (4) , ou l'iiminc tour à tour 
c et ï , it viendra 

'(7) 

ce qui conduit aux const'quences que vuîei : 

XIII. Si un polyèdre n'a ni XIÎI, Si un polyèdre n'a ni 
faces trigones ni faces tétragones , sommets irièdres ni sommets tè~ 
il aura au moins vingt sommets traèdres , il aura au moins vingt 
trièdres. faces trigones. 

XIV. Si un polyèdre ù faces XW. Si un polyèdre à sommets 
pentagones n'a que des sommets pentaédres n'a que des faces tri- 
tricdres, ces sommets seront nèces- gones , ces faces seront nécessai~ 
sairement au nombre de vingt. rement au nombre de vingt. 

Nuus ne pousserons pas plus loin cette aualise qui , comme on le 
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'le voil , ne smirait ollrirde difllculté , et nous observerons seulrmciit 
qu'il en resulie qu'il ne sanrDÎt exister que cinq sortes de polyèdres 
dans lisqitels tonles les faces se trouvent avoir le inéme nombre 
de côtés et tous les sommets le un?me nombre d'arêtes (*) ; ce sont : 

Le ic'lraédre ou télragoiic , ijui a tjuatre faces irigones , quatre 
'tommets irièdres et six arêtes. 



L'IiesaMre octogone , qui a 
ùx faces télragones , huit som- 
"^els trièdres et douze arêtes. 
Le dodécaèdre icosHj^one , qui 



L'octaèdre Iiexagone , ^ui a 
six sommets tétraèdres, huit faces 
irigones et douze arêtes. 

L'icosaèdre dodiH;a{îone , qui a 



a douze faces pentagones , t^ingt douze sommets pentaèdres , vingt 
sommets irièdres ci trente arêtes., faces irigones et trente arêtes. 

De là on conclura que, s'il y a des polyèdres réguliers, ils ne 
sauraient être qu'au nouibrc- de cinq (") , à moius cepeudaut qu'on 
ne veuille y comprendre la sphère considérée 

Comme terminée par une infinité de iétragones ïnfniment petits , 
*/ par une infinité de sommets tétraèdres , 

Comme terminée par une infinité Comme terminée par une infinité 
^hexagones infiniment petits , et de Irigones infiniment petits , et 
par une infinité de sommets trié- par une infinité de svmmels hexaè- 
dres, drcs. 

Ce qui en porterait alors le nombre à huit. 

Terminons par la recherche des limites entre lesquelles doit se 
trouver compris soit le nombre des faces , soit le nombre des sommets 
d'un polyèdre dont le nombre des artUes est donné. Le ruppru- 
fehcment des équations (2) et (3) donue 

2,/— 2/'=^ + 2C+3(/+4i?+ , î 

\ (fi) 

2^— 35=|3+2v+3a-t-4'4- ; \ 



(•) Voyer raiticle du lom, 
(■3 Cousultez , sur Itt pouîl 



iUté de c 



polyèdres , lo tom, III , p;ig, 3,'i'i, 



iC4 QUESTIONS PROPOSEES. 

Eu ëlimiiiaot F de la prejiivre de ces l'cjiialioiis et .J de la seconde, 

au uKi^eu de rétjuatioii (i), il viendra 

35— ^=6+J+=«+3</+4e+ ) 

3/-— ^=G+|3+£,+3i+4<+ ) 

Les seconds membres des t^quations (8) [leuveut fort bieir ^tre 
nuls ; mais ils sont, dans tons les cas , plus grands que — i ; el , 
quant aux seconds membres des équations (g) , ils peuvent fort 
bien être égaux à 6 ; mais ils seront , dans tons les cas , plus grands 
que 5. On a donc 

3^— 3F>— 1 , 3S—.4>5 , 

2^— 3i>— 1 i iF—A>ii 

d'oï 

( > ^+5 , 
iF ou 35 

/ <-^A+^ : 
Les signes > et < excluant l'i'galilé ; cVst-S-dîre , 
XV. Dans foui polyèdre , le triple du nombre , soit des faces ; 
snit des sommets , est toujours plus grand <jue le nombre des arêtes 
fiu^menté de cintf unités , mais plus petit tfuc le double de ce même 
nombre ^arêtes augmenté d'une unité. 
^ ■■-■■,, ■ I _ij 

QUESTIONS PROPOSÉES. 

Théorème d'anallse. 

^l , dans une cqnalîon de dc'gr^ quelconque, les coefficiens/»,^, r^s, 
dfc quatre termes consécutifs quelconques , pris avec leurs signes , saut- 
tels qu'on ait 

(f-~.pr)(r^—qs)<o , 

cette (Mjuation aura nécessairement deux racines imaginaires au nmins ; 
et si une pareille relation a lieu pour plusieurs Si^ries de quatre termes 
consi-cutifs, l'équation aura autant de couples de racines imaginaires au 
motus qu'elle oUrira de pareilles séries. 



I 
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AN ALISE TRANSCENDANTE. 



Recherche sur la sommation des termes de la série 
de Tayîor et sur les intégrales définies ; 

Par M. HiPPOLYTE Verkier , docteur es sciences , professeur 
de mathématiques au collège royal de Caen. 



1. ioLTES les fois que la série de Tayîor n'est pas en défaut, 
en arrêtant son développement à un quelconque de ses termes , on 
peut assigner les limites de l'erreur que l'on commet en négligeant 
ceuï qui le suivent. L'objet principal que nous nous proposons dans 
cet essai est de donner , sous forme d'intégrale dcfiuie , la somme 

exacte d'un nombre quelconque de termes de cette série. Cette 
somme résulte de l'addition de deux intégrales définies , dont l'une 
représente la somme des termes de rang pair de la série , et l'autre 
la somme des termes de rang impair , prolongées toutes deux jus- 
qu'au terme de la série complète ou l'on veut s'arrêter. Deux 
autres formules , que l'on peut considérer comme le complément 
des deux premières , donnent aussi , l'une la somme des termes de 
rang pair et l'autre la somme des termes de rang impair , pro- 
longées toutes deux à l'infini , k partir d'un terme de rang quel- 
conque. 

Considérées sous un autre point de vue , ces formules donneni 

la valeur d'un grand nombre d'intégrales déûuies. M. Poisson , dans 

Tom. XF.n.'' ri, i.*' décembre 182^. 33 



p 
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s(in quatricine mi'iiioîre sur ce sujet (*) , a déjà donné des for- 
mules g('ii^rales d'iiitégralion , pour les limites o et w. Ces formules 
renferment une fonction arbitraire , assujeltie à quelques restrictions; 
et , suivant les différentes formes que l'on donne à cette fonction , 
on obtient les valeurs d'autant d'intt^grales deiinies. Ces formules 
donnent ainsi , i une branche d'analise qui , malgrt? son impor- 
tance , n'avait guère oll'erl jusqu'ici que des résultats t^pars , la 
plus grande g(?néra!ilé dont elle parabse susceptible , dans l'elat actuel 
de la science. Nous avons placé plusieurs formules du même genre 
à la suite de celles qui sont relatives k la sommation des termes 
de la série de Tajior. Indépendamment de leur fécondité, la ma- 
nière dont elles s'obtiennent donne naissance à des développemens 
que nous croyons nouveaux , et qui ne paraîtront peut-être pas 
indignes de rattentioo des géomètres. 

3. Pour éviter au lecteur la peine de consulter d'autres ouvrages, 
nous allons d'abord nous occuper de la reclierclie do quelques 
résultats analiliques sur lesquels nous aurons à nous appuyer pour 
parvenir à notre but. 

En représentant par n un noml)re entier positif quelconque , 
on a , comme l'on sait , 



e — e 



i»Vir, 



■_(."/-)"_(,-^-)' 



■;tV=7,n 



d'oij , en posant n^i , 

5in.j:= 1 



=^~> 



.'V= 



puis, en divisant la première formule parla seconde, 



{•) Journal de Ficole poljfttchnlque ^ XIX.* caltîcri pag. 481 et suiT, 
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• • 



Mais on sait que 






=^-+5"—^+5"~'^'-h--+^'>^"~'+<?^^'^*+^"-S 



ou encore 



Si n est nombre pair , ce développement , mis sous cette dernière 
forme ^ se terminera par le terme 



-H.' 



ii^ft »«»ft 



tandis que si n est impair ce dernier terme sera simplement 



6 

* 

Or , si Ton fait 






S 
on aura 






gh y et en général g^Ah=ii ; 
on aura de plus 



^+A=tf*^'^4.iî""'^"''=:aCos^ 




r 
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^ +A =ze -Jf-e =2Cos.(n — i)j-^/_-i ; 
subsUtaant donc , et renversant le second membre , on trouver:! 
Pour n pair» ^a(Co9.»+Cos.3x+Cos.5i+ -.-f-Coa.Cn— 1)*} , 

Pour n impair, —r — =:i+a{Cos.a«+Cos4j+Cos.6x+ .4-Coj.Cn— i)*} . 

Si présentement on multiplie l'une et l'autre de ces deux équa- 
tions par diT et qu'indiquant ensuite l'intégration de leurs premiers 
membres , on exécute celles des seconds , on trouvera 

Pour « P-r,/-^^ d^ = . j_+__ + __+_+____j, 

_ . /■Sin.n* , , (Sin.aar, Sin.4* . Sin.Gr . . Sin (n— i>r) 

P<,«r„,mp.,r/ 3j^ d.«+.l ---+_^ + _^ +..+_i_J. j . 

En prenant ces intégrales depuis j=o jusqu'à jr^=vj , on aura 
«videmment 

Pour n pair , / — ; — dj:=o , 

ronr n impair , / dx=«T . 

Changeons lottr-à-tour n en p-{~ç et p — ç , p et ç étant tous 
deux des nombres entiers positifs » et p n'étant pas moindre que ^. 
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Si /> et 9 sont Tous deux pairs ou tous deux impairs, p-^t] el/j — q 
seront deux nombres positifs pairs , et ce sera ia première des dem 
formules qu'il faudra employer. On aura donc 







(') 



Si j au contraire , des deux nombres p tl ç , l'ui» est pair et l'autre 
impair ; p-^-^ et p — ç étant alors deux nombres impairs , ce sera 
alors k la seconde formule qu'il faudra recourir, et l'on aura 






Sin.(^-y) 



djr=ra 



M 



Si l'on prend tour-à-tour la différence des équations (i) et celle 
des équations {^ , on trouvera également , eu divisant par deux , 



/: 



'Sin.(p+5)i-Si 



iii.(p-;) i p' 

■■■ °V c 



■■Cos.pje.Sin.y» 



(3) 



formule qui a Heu coustîquemment de quelque nature que soicnl 
les nombres entiers positifs /» et y , pourvu qu'on n'aît pas pKq. 

Mais, si l'on avait ^<y , p — q deviendrait négatif, ce qui ne 
changerait rien aux formules (i) , de sorte que, pourvu que ^ et ^ 
fussent tous deux pairs ou tous deux impairs , la formule (3) aurait 
encore lieu. 

Mais s'ils étaient l'un pair et l'autre impair , c'est-à-dire, si p — q 
était un nombre négatif impair , on aurait 



/: 



5iii.<p4^)j ^ 



/: 



Sïa-x 



d'où f en preaant la demi-diSërence , 
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Cos pxSin.qx 
Sia*x 



:m. (4) 






De là on peut conclure, en particulier, i.® que, quel que soit 
le nombre entier positif r , les intégrales , en nombre infini 

/Cos.ra:Sin.rJt , f Cos,(r+i)jt.Sin.rjc , fCos. ir+2)xSin.rx , 
— dr , f — — dJT ,1 r: (Lr,....> 



ainsi que les intégrales , en nombre infini , 
/<:os.rx.Sin.(r+a)« - ^os,rjg.Sin.(r4»4)jp ^ /'Cos 



SiD.x 



HJ^ fmj 



prises entre les limites o et «r seront nulles ; et qull en sera encore 
de même des r-^i int^rales 

/Cosxj:Sin.x . /* Cos,rxJSin.ix - /•Cos.rjcSîn.(r— i)j> • 
s;.., ^^> J Hin^ àx,....,J -— ds; 



Siu.x 



tandis que les intégrales , en nombre infini , 



>Co«J'4P.Sin.(r+i)« • fCosxx.Sin.(r+3)x. rC(M.rx.Sin.(r^)x j. 



prises entre les mêmes limites , seront toutes égales à tsr^ 
2.^ Que , si le nombre entier positif r est pair , les r-~i intégrales 



/ 



Gos.oâP.Sin j-jr - /*Cos,2x.S\jïxx 



Sin.x« 



Si&«j» 



, /"Cos.(r— a)x.Sîn.r« , 
^' V SÏTl .^ > 



prises toujours entre les limites o et lar , seront nulles , tandis que les 
autres intégrales 
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/Coê^.Sinxx , f^Coê.3iC.S'in.rx . /•Cos.(r— i)dp.Sin.rjr 
r: dXyJ (Lr ,...«., J dx , 
Sin.x <^ Sin^ J bin.x 

prises entre les marnes limites , seront toutes égales à tar. 

3.® Enfin , qu'il en ira à Tinverse , si le nombre entier positif r est 
impair ; c'est-à-dire qu'alors ce seront les intégrales de la dernière ligne 
qui Siéront nulles ^ tatidis que celles de ravant-demière seront toutes 
^ales à m. 

Toutes ces remarques vont y dans un instant y recevoir leur ap-* 
plication. 

3. Soient présentement a et p deux constantes indéterminées , et 
soit F la caractéristique d'une fonction quelconque ; le théorème de 
Taylor donnera 



puis^ en changeant le signe de ^^ 

Prenant d'abord la demi-somme de ces ëquations , puis leur demi- 
diffërence divisée par ^"^ , en se rappelant qu'en général 

t ±1 =C0S.>t , i ""^ =:Sio./^ , * 

on aura ces deux nouvelles ëquations 



F(«4.;,/^-») ^F(*^pJ"^ 



^■■^ 



=P(«)+ L F'(«).Co».H-~ F/'(«).CoM*+-^r''*(«).Cofc3j^f.*ï 
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•»••• 



multipliant les deux membres de la première et ceux de la seconde 
respectivament par 

■ cLr • ■ cUr « 



et iud!<]pant les intégrations , il viendra 

{ F(a+;;/^^) +F(«+-/^g""''^^)}Sîn,r^ 

2Sin,a; 




dr 




*F(.+;«*'^)+F(.>4-;w-"^=' ) ICos-r^r j, 

^y/^^^in^jT 

Si présentement on prend les intégrales entre les limites o et «r , 
en ayant égard à ce qui a été dit ci-;dessus , et en renversant le se- 
cond membre de la première équation ; on trouvera , quel que soit 

le nombre entier positil r » en divisant par er » 
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i.a....(r— I) "> ' i.a....(r«.{) ^ '' i.a...(r— 5) ^ ' ' 





4-;;/^"' ')— Fra4-7>g '^'"' ) ) Cos. r^ ^ ^ 

Siu.j: 



Si donc r est tin nombre pair , la foF«ittIe(Â) donnera la somme' 
des termes de degrés impairs de la série de Taylor , depuis Iç terme 
affecte de/? jusqu'au terme affecté de p^"*^ ; et la formule (B) 

• - • 

donnera la somme dé tous les autres termes de degrés im'pai^ , \^ 
infini. 
Si , au contraire , r est un nombre impair ^ la formule (A) donnera. 
15 somme des termes de degrés pairs' de la série de Tayïor, depuis 
le terme F(à) jusqu'au ternie affecté dé /?'"" ; et^a formule (B)^ 
donnera la somme de lotis les autres termte dé degrés j^airs ^ à rinfint. 






%. Oetle niêûie série dd Taylor donne 

F(«+/')=F(aj+ \ F'/(«)+ ^F/'(oc)+ -^ Fn«)+..'... , 

t 
- . • ' ■'•--'•' î 

j^uîs, en changeant le signe de.jg, __' '. 



\ 



t ■ > 



F(»-p)=F(«)-^ F(a)+ f F/(«)~ ^F//(«)+.... , 

2VOT. jcr. , 34 
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prenant loar-à-tour la demi-somnie et la dcini-différence de ces deui 

équations , il viendra 



!(rtîîif(!=£)=F(,)+^F''w+-2L.F""(a)+... 



F(»-H')+F(— p)_)' , 



(C) 
F'(.)+... (D) 



^nations dont les seconds membres sont respectivement , comme l'on 
voit, les sommes de termes de degrës pairs et de degrés impairs 
de la série de Ta^lor, 

En multipliant et divisant en même temps le premier memî^r* 
de l'cqualion (A) par ^^ , elle prend cette forme 






■+p' )-t-r(«+;" 



.-'V: 



•))\/^Sm.rx 



iSinjr 






Si l'oa ajoute cette ^nation à l'équation (B) le second membre de 
leur somme sera, suivant que r sera pair ou impair, la somme de 
tous tes termes de degré impair ou la somme de tous les termes de degré 
pair de la série de Taylor , c'est-à-dire que celte somnle sera égale 
au second membre de l'équation (D) ou au second ueuibre ^ 
l'équation (C). 

Quant à la somme des premiers membres , elle sera 

VCH-;«"'^^>-F(»+^"*>^-')}Co..«+{Fc«+p«'^~)+FE44^'*^~)}V=IS!Drt 



tra , en développant^ 
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* /*F(»4^»*'^^»(Ctt«.rH-VrrS hi.ro>-F(<i4f^ ^).(C»>^Vr.Siwj-*) . 
»^=:J Sin^ ^ » 



OD encore 



de sorte qu'on poarfa tertre , si r est un nombre pair. 






et y si r est nn nombre impair , 



^/ 






|/— .i.Sin.^ 

On remarquera que les seconds membres de ces équations sont in- 
dépendans de r. 

^ dans la formule (B) , on fait toar--à-lpur r=o et r=i , elk 
donnera 

^i/ ^ v^— i»Sin«x 

mais on nt pourrait obtenir des Yéniltats analogoet dt la fermai» 
(A) qu'en 7 supposant r infinL "^ 
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5. Les formules (A) et (B) servent à connaître les valeurs d'un grand 
nombre- d'intégrales ddfinies , par celles de. la série finie qui en forme 
le second membre. La seule condition à laquelle doive être assujettie 
la fonction arbitraire F qui entre dans ces formules et les deux 
constantes a et /? , c'est que la série de Taylor soit applicable 
et que les développemens 

# 

F(a) + £. F/(a).Sin.a-+ J^f^'(9).Sin.3x^ 



F(a)4- - FYa).Cos.dr+ ^ F''(a).Cos.2ar+...,; 

* - - - 

soient convergens. 

Ainsi , par exemple , on pourra supposer 

T((x]=Cos.aoL , F(a))=.Sin.ja , F(a)=^'»* ^ 

les constantes a , a , m y étant quelconques. Mais si Ton fail 

çnt supposant ensuite 0=0 , il faudra que l'exposant /n soit un nombre 
entier positif , autrement les termes de la série de Taylor deviendraient 
infinis. Si , au contraire , on suppose a=^i , le nombre m pourrai 
recevoir toutes les valeurs positives possibles. On poura faire aussi 

mm .« ' • 



F(a)= 



i+bm 



m 9 



VI 



"^"^ m ' tft/i ëtant d^ nombres entiers positiÊ» ^ et ^ un nombre Jnoindrê 1 - 
que Tunité, pourvu que Ton fasse ensui)^ a=or * - ; 



Soit, par exemple , F(a)=^'"*, et qu'on doive ensuite poser a=o ^' 
cA-^i exigera -que le nèinbre'iTi ^oit Rentier ; posons de pltls j9si ^ 
le premier membre de Téquation (A) devîefklfa ^j-l 



r> » t 
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#a bien 






#u encore 



./: 






^u enûa 



— / -r: — . e •Cos.C/nSin.jrjdr • 

On aura , en outre y en faisant toujours 0=0 , après la diffërentiatlon p 
F(a)=i , F/(a)=OT , F/Xa)=;7i* ...... F<^-'>(a)=/7ï^-»; 



en conséquence Tëquation (A) deviendra 



— I -^^ ^ •Gos.(mSin,9)d;c= + r— I ; — ??+.•• 



c'est-à-dire , si r est un nombre /?tf/r ^ 



— I -c3 •* •C03.(mSiiwc)djcs— + r-^ + ■ . ^ a 4*m*«+« ■ ^ — r^ ; 



tt si r est un nombre impair $ 



• r 
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€. Les formalés (A) et (B) ont élé constrnites pour les tiraitea 
d'intégration o et vr ; tuais ta consîdf^ration de la s^rie Ue Tajior en 
fournît encore deux autres , qui oBtUeu entre les limites o et oo , et 
qui donnent , sous forme finie , un nombre illimité d'iniégraies. 

Pour les obtenir, rappelons d'abord ces deux formules connues 

o ft'+i» ai t/ * 4M-*' a* ^' 

HemarquoDS en outre que , par la série de Taylor , ou a 

rt^,.«'v^ )-^'''-^'^'~""^T''=F(.)^■■^ .f(-)Co,.,.+5f»<.).Co>.,,.+. 

en mulliplîaDl les deux membres de l'une et de l'autre équations par 
dx , iniégrant entre o et co , et ayant égard aux deux formules cl- , 
dessus f il Tiendra 



/: 



n^±p£_ 



-nn.+pe-^'^-) ,. 



«■+*■ 



= f î*'(">+T*'W-«""+ T!i-*'''W-«""'+^ ^"'(0.)..- >o+...| 



(*) Vofcs on mémoire Ao M. Laplace , dans le rolame dei Mimoirté 
àt facadimit royale des icitnca de Paris , ponr 1783 , on la Théorie anati- 
ligue âfs probabititi» i<^ même géomètre , chap. III , a.* 33 , ou encore le 
Vouveau bullttin dis teùnees , u,* 43 , arril i8it , ou enfin U Traita dat 
difftrtncÉS tl des séries de M. Laeroïs, 3.* édition , page 49* 1 >}•* latli 
Consultes «ouï an beau mémoire de M. Bidone , daiu let Mémoiru M 
f ût û iim m rajwff in uimm dt 3Vrm, ponr 1813. ■ ' 
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L^r F(a+pr^^H'T(.+pe'^'^) ^ 



^v'~»y . ^+s^ 



|i F/(«)^-#4- ^.r''<«K'»+£j.Pn«).'-'«*+..-} 



cm encore 



On pent faire , dan| les formules (M) et ^ » les mêmes sttf^iesitioni 
^e dttDS les formules (A) ei (B) ^ pniscpe , dans ces ^atre formuleSf 
1^ fonction F est assojettie va mêmes resuictiçms. 

Soient » par exemple , F(a)=Sui»(49o^ , o=sxi t ^=?i^ I^e premier 
jpembre 4s ré^ajdon (M) deyiendsa 






\ 



En fusant disparaître les imaginaires et formant le second membre j 
in tnmvera finalement 

Sin.(aCo^s) ^ J^ djrs Jsin.^^^ . 

|Î4lt inatib âe^maU|pUer les exemple^ ponr iidre comprendre tpè 
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les formules (M) et (N) peuvent donner une infinité d'intégrales diffë- 

renies. 

7. X'^n moyen fréquemment employé dans les înt^ratîons consiste & 
substituer à la variable une nouvelle variable , dont les limites sont alors 
les valeurs correspondantes aux valeurs limites de la première variable. 
Cette transformation ne change rien à la valeur de l'intégrale définie > 
somme des élémens difTérentiels. Mais , si Ton vient à remplacer une 
vaYîable , réelle dans toute Tétendue de l'intégration , par une fonction 
variable , composée d'une partie réelle et d'une partie imaginaire , il 
semble que la valeur de l'intégrale définie peut en être altérée , bien 
que la nouvelle fonction substituée varie dans les mêmes limites ^ue 
la variable primitive, puisqu'on a remplacé une somme d'élémens réels 
par une somme d'élémens imaginaires. ^ 

Nous nous proposons ici de faire voir que néanmoins une substitution • 
de ce genre , appliquée à une fonction réelle et finie , dans toute reten- 
due de l'intégration , loin de conduire à des résultats absurdes , peut 
servir, au contraire, dans un grand nombre de cas, à découvrir de 
nouvelles formules générales d'intégration. 

Soit Kp(z).dz un diflérentielle que Ton doit intégrer depuis 2=>— i 
jusqu'à zs=r-|-i , et qui demeure constamment réelle entré cÂ limites** 

Soit fait z=:e ; les limites correspondantes de x seront res- 



pectivement ar=t»'et :r==o , à cause de e '**=Cos.ar-|-^/ Zr7Sin.jp. 



«V— ) 



On tire de celte relation dj:z=^—i.e ^ 'dr, ce "qui donne 



/ ^ (p(z).dz=— vZ—i / e^^ ' <p(/^^^)djr ; 



(P) 



équation qui ne sera vraie qu'autant qu'après avoir séparé dans le fécond 
membre la partie réelle de la partie imaginaire, l'intégrale ViB la 
partie imaginaire sera nulle , et celle de la partie réelle "égale au 
premier .membrç^ 



^ * • 11- ». f j 

'• • . fk I ■ . * •• • «, .itt . . 'M l i 1 f iK 
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Mais r^quatîon (P) , obtenue en faisant passer la variable z , 
toujours réelle , par une série de valeurs imagîhaires , ne serait pas 
suffisamment établie , s'il n'y avait , pour y parvenir , une marche 
où les imaginaires ne se montrassent qu'en apparence, et qui fit 
voir en outre à quelle restriction la fonction <p doit être assujettie. 
Supposons <p(z) dëveloppable suivant les puissances entières de z , 
on aura, par la série de Taylor que nous supposons convergente, 






=2 U).Cos^+ îW^ WÇoOx 



/ 



obseryant ^'en général , lorsque /i est entier , 



/ 



Cos./7^.djr=o 9 



multipliant par d^ et intégrant depuis o jusqu'à «r , il viendra 



J 



*vIZ7 / ^V"'\ I •^*V**'' / "^^V— • 



{^ .<p(tf )-K -vC^ ^""'))dx=o , (j) 



Cela posé , on a aussi 



g ^ .y (g ^ )— g >y(g ) 

:<p(o)Sm.jrH 1 — h 



observant que , lorsque n €St entier > suivant que ce nombre est pair 
ou impair , on a 

Tom. Xr. u5 
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/ Sin7Jjr.cLr=o , / Sinjix.àxz^ — , 

multipliant par d^ et intégrant depuis o jusqu'à vr , on aura 



/ 






pw-r ,^3-r,^j3^5 ^,., 34.5.6.7 T^'-j » 



mais > on a aussi 



y(z)=«p(ô)H — - — [. — - — I- 

I 1*2 



d'où 



y 2! yw-^=^ l'»'('')+S+.-^5+-l ' 



donc 



or, en ajoutant membre à membre les ëquations (i) et (2) , on 
tombe précisément sur l'équation (P) qui se trouve ainsi com-* 
plètement justifiée. 

8. Pour déduire de cette équation la valeur d'un graifd nombre 
d'intégrales définies , il reste à donner à la fonction y différente» 
formes. La seconde manière dont on est parvenu à l'équation (P)> 
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fait voir d'ailleurs que celte fonction n'est pas entièrement arbi- 
traire , et qu'elle doit être dëveloppable en série convergente , 
procédant suivant les puissances entières de z. 

Soit , pour en donner un exemple , ^(z)=z^** , on aura 
et, en séparant la partie imaginaire de la partie réelle, 

-V-i/ « f(« )àxse .Sin.(2«+oSmjt)-vr7tf Cos(aa:+aSin.») 

de sorte qu'on aura , par l'équation (P) , 
L'intégration par partie donne 

y2;x.-rdz=.-(i-i,)+.-(^+i) ; 

on a donc 
/ e ' .Sin.(2jr-j-tfSin.ar)dr=^r — — — j-f^"**; 1 — - } 

/ e •Cos«(3jr+tfSin.ar)d:r=o • 

En faisant tf(z)=iz\e^ , n étant un nombre entier quelconque , 
x>n obtiendrait les valeurs des intégrales 



' / 



iS4 



INTÉGRALES 



/ e •Cos.(nx-\^Sïn,x)ix y / 



e •Sin.(nS'\^Sin.x)dx , 



dont la première sera toujours nulle. L'équatioa 



/ 



â .Cos.(/2ar-f"ûSiii^)dr=o , 



se vérifie d'ailleurs immédiatement par le^ équations 






e .Cos.(ûSin^)Cos.iïjr.dîr=: 



i.a..ji 



e ' «Sin.(âCos.ar)Sin./i^. 



i*;i..j> 



données par M. Poisson dans son quatrième mémoire' sur les inté- 
grales définies (*). 



9* Par une marche analogue à celle qui nous a conduit à 
réquation (P) , on peut obtenir une nouyelle formule , 'relative ^ 
des intégrales dont les limites sont o et oo. 

Soit ^(js)dz une différentielle qui doive être intégrée depuis o 
jusqu'à I. Posons 






Pour que z varie toujours depuis o jusqu'à i > il faudra que x 
varie ^ depuis oo jusqu'à o. On tire de là 



■ ■ m. 



C) Journal de VicoU polytechnijui » XIX.^ cahier , page 439. 



!■» ■ 



•\ 
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et par conséquent 



«V— I y *V^. 






OU bien 



«V^ *V— 



y ij^^çL — ! ds=y ^(z)àz+\^j=yy^^^ 



et l'équation (Q) fournira , comme l'équation (P) , les valeur» 
d'une infinité d'intégrales définies , en égalant respectivement , dans 
les deux membres , les parties réelles et les parties imaginaires. 
Mais l'équation (Q) a besoin , comme l'équation (P) , d'être éta- 
blie d'une manière plus rigoureuse. 

Soit F(jr) une fonction développable en série convergente , pro- 
cédant suivant les puissances entières de jt, et qui soit nulle en 
même temps que jt, on aura 



T(i^-^'^-')+ne^^'') 



(wy/ v«~'Co«jB e-**.Co3Â» «-l'.CosJ» , > 

=2 \no)—r- +r'Ko) ^^ +Fn^) -^—^ 4-.... [ 

En observant que, par une formule connue 



/e""*. Cos.nxdx:=z — 



» ' 



lès INTÉGRALES 

multipliant par dx et intégrant depuis o jusqu'à oo , on aura 



/:i(^-c^i 



d;r 



F'(o) F"(o) F»'(o) V'ffp'i 



Mais on a aussi 



^(r')=^'(p). ^+Fi/(o). !!!! +F//(c). '^'+.-. ; 



observant qu'en gënëral 






multipliant par dr et intégrant depnb o jusqu'à eo , on tara anisi 



/ F(. »)d^— + — + 7:^ + 



••••••M J 



de sorte que 



/ H^)+<^i'^jy^'-^'^ ■ 



Cela pose , soit F(jr)=z=jr\ff(ar) ; il suffira que ^(jp) ne soit pas infinie 
pour ^p=^Oy et soit développable suivant les puissances entières de 
X. L'équation précédente deviendra 
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o . ^ ^ 



Faisant ensuite 



e-'=iz , d'où J " e-*^e'-')dx=zf * ^Kz)d^ , 



on aura 



«V— » «V—* — «vzir X "^^V^ 






Par une marche semblable, et en observant que 



^•'*».Sinjur.dr= , 

^ an 



2» 

oh trouvera 



/ ' \^i(:^y~i(:^]^'<=ijy^- w 



o ^' ^ ^ 



En ajoutant membre à membre les équations (i) et (2) , on re- 
tombe sur l'équation (Q) 9 qui se trouve ainsi rigoureusement 
justifiée. 

10 Pour donner une application de cette dernière équation , soit 



1/ X Log.(i+«) ^ 

^(z)= -^ ; 
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fonction qui satisfait aux restrictions qui limitent la forme de la 
fonction \|;. L'équation (i) devient 




OU 






or, on trouve 



f:''^^<(i'-7+T-T^-)^T, O' 



donc 



Log.(i+atf-'. Cos,ar4-tf'***)dîP= — 



(*) Voyez le troisième mémoire de M. Poisson , dans le Journal d$ FicoU 
polytechnigue f XYIII.® cahier , pag, 34i« 
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ALGEBRE ELEMENTAIRE. 

Sur la sommation des termes du développement des 
puissances d'un binôme , pour faire suite aux articles 
insérés à la page 359 ^" tome XIIj> et à la page 
i63 du tome XIII.^ des Aanales ; 

Par M. QoERRET , ancien chef d'institution. 



■ •tPiS ■CI»Hltll 1*JC(| ,i^<jj •lir* «i tué rt-M(t .»»» i(' 

XlEPRÉSENTONS par M^ le coefficient numérique du terme affecliS 
de a'j""J ., dans le développement de (x-\-o)"'; el soU la suite 



M y , 



.MrO.'- , 



(«) 



r désignant le rang du terme Jï/ro' ; et appelons celte suite (a). 

Soit formée une seconde suite (^) dont le premier terme soit le 
premier terme de (a) augmenté de b ; dont le second terme soit 
le second tçrmç de (a) , augmenté du premier terme de (^J mul- 
tiplié par b ; dont le troisième terme soït le troisième terme de 
(a) augmçmé du second terme de (P) multiplié par 3 , et ainsi 
de suite ; en disposant dans une même colonne toutes les parties 
d'un même terme de cette deuxième suite , et en disposant ces 
termes de gauche à vdxciit« , suiram leur rang , elle se» 
Tom. XF. =G 
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Pî U î S S A N QJE.3- r.i -l ■'■ 



M.à 



+* 



■ • -^#^ ma 



^.M*fi\L.^M^' 






-{-M^a^b 

^ s 






I 

3* 



« ' r ^ 






«•••• 



. . 1 « ■ 



■ •■• Cl ' • 



» « 



+ ^'.../ 



(» 



•i 



• T 



^ ,.r 



Nous apjféllèrbHJ;^ ^cettè siiîfe là ''somme premihg de (a); en d^ 
sigant ses termes consëcutifs par 2(i , i) , :S(i , 2) , S(i 1 3) , .««m 

2(i,r),.... 

Si on opère sur la sërie (|3) , pour trouver une troisième sërio 
(y) comme on avait ppëré sur (a) pour trouver (^), on mj^% .. 



] . 



M^0 

+a3 



-\-2Mtab 



/ ' 



^aM^a*b 

mm « 



M^^. ju.. Jiï/i* 



••«•• 






' 



t < • • 



.- : l'i J 



• \ 



• • 



i .! . ■ • ■ 



-I- 43».....,+5^r-»«'"'*^* 



* 



,1 

• 1 ■ I MX 



V 



< • • 



•—• 



V #••«•••» f>C0* 



rf-(''+0*' -•••♦.♦, 



(i> 



]^ous , appellerons inc^stÎACtement . x:ette non velle suite la sùnahê 
première ^^ (^}, pi^ la ,somrfle MCànàe, à», (fi) 4 ^^ 9oyfi J^epràcn^ 
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ferons sos termes consécutifs par £(2 , i) ,. 2S(2 , 3) , 2(3,3), 

En opérant sur (y) , comme sur les . précédentes , nous formerons 
une suite (y) telle qu'on la toit ici 



433 



My 



-\-ZMiab 
+ 6 ^* 






M.af Jïfy \ 

-+- ZM^a}b + ZM^^^a^^^b.... 



+xo]lfM* +ioAf,.,û'-»^*.... 

• t 

H-i 5^* -f iSilf,^^*'-*^*.^. 






(*) 



+ 









• a ft • 



Celte suite sera pareillement la somme premûrt de (y) ou la 
somme seconde de (|î) ou la somme troîsi\rne.Ji!à (o^y , )k nous 
représenterons ses termes consécutifs par S(3, i), S(3, a), 
3Ê(3,3),.... S(3,r)...., ^ T 

On peut , par le même procède^, iormer ^-Hut'. d'iiïl^ès suites 

(c) , (Q , (f) , qu'on voudra , lesquelles seront dites^ les 

sommes quatrième^ cinquième^ sixièthc^.... de ia suite (pù; etil 
résulte des lois de leur formation « .• - » .- - 

I .• Que , dans la somme première de (a) , les coefficiens sont 
constans et égaux* à l'uriiti^ ; 

2.® ^QuiCydans la somme seconde y les^çoefficiei^s sont les noni])ures 
de h suite n^turdle -i j-a^ja,^,^.;. _.,^ \^\ :.;;," ^^ • 

3.* Que y dans la somme troisième , les coefEclens sont les 
nombres iriabgolairës li^^^Gr -Jtov-;^;.*.»;^ '> ':>i:.Jiiî^uiJ?. •.' : "* 
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4«^ Que 9 dans la $amme quatrième » les coefficiens lout la 
somme des nombres tétraèdres i, 4» <Oy 2o,.»«; 

£t ainsi de suite. 

De sorte que géu oralement , dans la somme n?^^ , les coefficiens 
sont les nombres figures du /i."* ordre. 

Si doue nous désignons , en général , par ^{p , q) le y."* nombre 
figuré du /?.*• ordre, efparS(n,rJ le r.*^* terme de la somme 
j7,«« de (a), nous aurons 

2(/i,r)=Jlf,7^+(p(/i,2)ilf,..^-'i+9(/i,3)ilfr,.^ 



Le terme général de cette série est y(/ï,i-4-i)-W'r-,i^'^'"*^' 
Cela posé , on sait que 



• • 



jlf;=!n±!j|f,.. , d'où 3f,..= --l-j|f,; 

r m— ^-f*i 



de là on tire, en changeant continuellement r en 



il Ji : ; 



• 


"" m- 








• 




r 


f^ 


-I 

r+a 


^., 


1 


-H 


I-» m-^ 


Jf- - 




r 


« 


-1 





m 



I m 



a, m«7-f+3 



Ifr, 






.. ... t'y • .■•■ •• .« 



14 a •• 



• • 






Par la substitution de ces valeazs ^ la . série ^) deviendra 
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r r— I r— 2 , 

J -, • . , fûfn • 4)^'"* ^ + 



Mais, à cause de la relation connue <f(p^ç)=ztf(y,p), on t 

(m— r4-i)(m— r+a)=i.3f(3|iii— r+i)=i.a^m— r+i , 3) , 

(m— r+i)(m— r+a)('n— r+3)=i.a.3^(4 ,m— r+i)=i.a.3^(m«"-r+i } 4) f 



(m— r+i)(m— r4-a)...,(m— r+0=i*^««»«f («+> >ni-r-j-i)=i,a,.af (''^'-'H'' •'+*) # 



on a de plus 



__ m m— •! m— a m— r+i , ■ \ / f • \ 

Jfr= — '- ; — ^ =<p(r+ï,/»— r+i)=cp(/?2— r+i,r+i) 

I a 3 r 

Au moyen de ces valeurs, la série (Y) devienclra 

^ ' '' ( " r f(/n-r+i,a) * i a f(TO-r+i,3) ' 



r r— i r— a f(«, 4) 3 , 

' I a 3 fCn— r+i,4) 



^^ 1 a i f(iïi— r+i,«+i) ^ ' ffrn-r+i,r+i) J 
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Telle est l'expression générale d'un terme d'un rang quelconque 
dans une somme quelconque. 

Si présentement on suppose /ï=/72— r-|-i , la série (Z) deviendra 



c'est-à-dre, 

m 

de là on conclura 

ce qui démontre généralement les équations posées tome XIII , 
( pag. 164 et suiv. ), sur lesquelles est fondée la méthode que 
nous avons développée en cet eudroit pour Te^Ltraction des racines. 
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CORRESPONDANCE. 

Lettre de M. Vincent , professeur de mathématiques au 

collège royal de Reims , 

Au Rédacteur des Annales ; 



Monsieur , 

JL/£PUis rînsertion dans Tos Annales de mon in(?moirc sur les 
courbes exponentielles et logarithmiques (^) , on m'a fait observer 
que j'avais , à tort , donne , comme nouvelles , des considérations 
qui , me disait-on , se trouvaient ddveloppëes dans Euler. Je me 
hâtai de me procurer V Introduction à Tanalise infinitésimale , 
que je n'avais point lue ; et je reconnus que , pour ce qui a rap- 
port aux courbes composées de points disjoints , le fond de Tasser* 
tion était exact. Je dois donc, dans l'intérêt de la science et de 
la vérité , me dépouiller d'un honneur qui ne m'appartient point ; 
celui d'ayoir , sinon découvert , du moins fait connaître le premier 
Texistence de ces sortes de courbes , et me borner à revendiquer 



(*) Vojes k la première page du présent volomej 

3. D. G 
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celui d'en avoir plus complettement développé la nature et Ie9 
propriétés. J'aurai aussi à me féliciter d'avoir ramené l'attention 
des géomètres sur des faits curieujc qui paraissaient totalement tomb^ 
dans l'oubli , puisque les ouvrages modernes les plus étendus et 
les plus justement estimés n'en font absolument aucune mention. 
Ceirx qui désireraient savoir ce que j'ai pu ajouter à la théorie 
d'Euler pourront consulter l'ouvrage cité , liv. II , chap. XXI , 
n.*** 5 1 5— 520 (pag- 292 du II.* volume de la traduction de M. 
Labey). 

Ces observations ne sont nullement applicables à la théorie ana- 

litique que j'ai cherché à établir sur les quantités exponentielles 

et logarithmiques ; car Euler dit , en parlant de l'exponentielle 

ûf , ( Ibid. liv. I , chap. \I , n.® 97 , pag. 70 ) « si l'on substitue 

» à z des fractions y on aura pour résultats des quantités qui , 

» considérées en elles-mêmes , ont deux ou un plus grand nombre 

» de valeurs, puisque l'extraction des racines en fournit toujours 

» plusieurs. Cependant , on n'admet ordinairement y dans ce cas ^ 

9 que les valeurs qui se présentent les premières , c'est-à-dire ; 

» celles qui sont réelles et positives ; parce que la quantité a^ 

» est regardée comme une fonction -uniforme de z..^ U en est de 

p même si l'exposant z a des valeurs irrationnelles ; mais , comme 

9 il est dijfficile , dans ce cas y de concevoir le nombre de valeurs 

» que renferme la quantité proposée , on se contente de considérer 

3» la seule valeur réelle.... » Ainsi , Euler reconnaît implicitement 

que la théorie des logarithmes y telle qu'on a coutume de l'exposer , 

est incomplète et de pure convention ; et les expressions qu'il 

emploie montrent clairement qu'il ne la donne ainsi que pour 

se conformer à l'usage , et à cause de la difficulté d'en établir 

une plus rigoureuse. Je me propose , au reste , dès que le temps 

me le permettra , de donner de nouveaux développemens à ce 

second objet de mon mémoire. 

Je vous prie > Monsieur le Rédacteur y de vouloir bien donner 



/ 
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nné place à cette lettre , dans tin de vos prochains numéros , et 
d'agrëer , etc. (*). 

Reims , le 20 octobre 1 824» ' 



Il I I I ■i>»r^-w>>^»^i I I I II I wmmm^mm 



QUESTIONS RÉSOLUES. 

Sol u lion du premier dçs deux problèmes de géométrie 
énoncés à la page 76 du présent çolume. 



.-. < . ■ 

JL ROBLÈME. a quelle courhe sorti tangent es les cordes d'une 
section conique qui a un centre , hypoténuses d'une suite de triangles 
rectangles ayant constdminent le sommet de F angle droit au centre 
de la courbe ? 



'.».t» 



'Solution de M. QuBnhEti' 

Supposons que la courbe soit une ellipse dont C soît le centre. 
Soit MN ujic des hypothénuses dont il s'agit. Du centre C à son 



(*) Nous deyons nous-mêmes des excuses à nos lecteurs pour ne Jeur 
avoir pas fait remarquer, par une note , l'analogie des idées d'Eulcr avèfc 
celles de M. Vincent. Mais la yérité est (juç , comme cet estimable géo- 
mètre , nous les croyons tout-à-faîl nouTcIlés. Uouvrage d'EuIer, où elles 
sont consignées , est pourtant un de ceux, que nous avons le plus souvent 
^ous la main; mais c'est sar-toiit la premi.ère > paclié^ que bous, ; 6omin4^s 
dans le cas de consulter; et il y a au moins trente ans que -nous, ne 
l'avons lu de suite en entier. Voilà sans doute comment cet endroit nous 

icra échappé. . . • ■ 

/ J.D. G. 

Tom. XF. / ^7 
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milieu O soit menée une droite rencontrant la courbe en un point 
T par lequel soit menée une tangente à cette courbe* Du centre 
C soit abaissée sur cette tangente la perpendiculaire CG coupant 
en H sa paralhMe MN. Soit enfin PQ le diamètre parallèle à MN ^ 
conjugué de celui qui passe par T ; à cause de l'angle droit 
MCN , on aura CO=OM=ON. 

Cela posé, à cause des parallèles, on aura 

CT:C0:.CG=CH=^=ÎÎ2£2. 

CT CT 

Mais, par la propriété de l'ellipse, on a 

5î(5»= ^* (Cr— CS*)= 21 (CF— MO') ; 
d'où • 

CP.CT 



MCh= 



V/CP*-|-CT* ' 



/ 

Mais , par une autre propriété de l'ellipse , si Ton repr&ente par at\h 
ses deux demi-diamètres principaux , on aura 

CP.CG=/7* , d'où CP.CT= î^ , 
et 

d'où 

1U^ CT nh 

GG |/iis4-è> 

En substituant donc cette valeur de MO dans celle de GH » die 
deviendra simplement 

al 



r- 
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quantité constante j de sorte que la courbe chercliëé est nn cercle 
concentrique ht Tellipse dont il s'agit , et ayant pour rayon la 
perpendiculaire abaissée de son centre sur la corde x[ui joint deux 
sommets consécutifs quelconques (*)• 

Pour passer de là à Thyperbole sans faire de nouveaux calculs , 
a étant le demi-axe transverse , il suffit de changer i en i{/^ 
ce qui donne , pour le rayon du cercle , 



^a*-^b^ y/i>— a* * 



ce qui prouve qu'alors le cercle n'est possible qu'autant que Taxe 
transverse est le plus petit des deux. 



"Autre solution du même problème et de son analogue 
pour les sur/aces du second ordre; 

Par un A b o H n é. 



Oorr une ligne quelconque du second ordre ayant un centre , 
rapportée à ses diamètres principaux ; et soit alors son équation 



ax*+èf=c . (1) 



9 9 

m 

O Quelqu'un nous a assure que cette proposition se trouvait dëmontrëe 
dans Pouyrage de M. Foncelet; mais nous n'ayons pu découyrir en quel 
endroit. 



/ 
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..Par son centre O^ soient menées arbitrairement ; deiu ^droites 
perpendiculaires entre elles , la rencontrant en A et B ; et cherchons 
l'expression de la perpendiculaire p abaissée, du centre O sur la 
corde AB. » 

Pput cela,, soi^nç pr^s .^respectivement Q(h. et OÇ pour axes des 
/ j et des ^^^;, pour, passées ati^' nouveau ^^p\xs,Wà de coordonnées; il 
faudra faire . •«. i 

cey(jui,,jiop^ra-,..en. 6,ubstii,uant-, ,• ■ • 

fl(a/-|-Ptt)'+^(a''/-HÎ'«)'=r . (3) 

Si ,^ dans celte équation , on fait tour à tour chaque coordonnée 
^g?ÎS S-^^r^A.ft^ -Wi'w tire^ ensuite la valeur; dej'ai^tre, ou .ob- 
tiendra ainsi OA et OB , qu'on , trouver^ être 

Cola posé , Taire du triaugla. rectangle ACB ayant également 
pour expression ^OA.OB et -p. Ah , on doit avoir 



ou bien 



OA.OB 




^— AB '' 


r 


OA.OB 


1 ' ■ * 

I 


P^OA^-+-OB' ■ T/ 





I • 



inlrodiiisaiif , dans ctttc expression , pour OA et' OB leurs taleurs 

(4) , tlU^ <Jf^vieudru 



RESOLUE s. -ot 



^ \/û(«^4./3a)4-^(«'»-j./3/a) ' 



mais on sait que 






G) 



donc cette expression se réduit simplement à 

quantité constante ; de sorte qu'on a ce tliéorome : 

THÉORÈME J. Lus cordes d'une ligne du second ordre hy- 

pni/iènusrs d'une suite de triangles rectangles , ayant pour sommet 

commun de l cingle droit le centre de la courbe , sont toutes tan- 

gentes à un ménie cercle. 

On peut toujours supposer c positif , et conséqueniment le 

numérateur rérl ; le cercle ne sera donc réel qu'autant que <7 + ^ 

sera une quantité positive , circonstance qui aura toujours lieu 

dans Tellipse. 

« 

Soit, en second lieu, une surface quelconque du second ordre 
ayant un contre , rapportée à ses diamètres principaux ; et soil 
alors son équation 

ax^-^^hf^ct'^d . - (i) 

Par son centre O , soient menées arnitraîrement irois droites 
perpendiculaires entre elles , la rencontrant en A , 1> , (^ ; et 
cherchons Texpression de la perpendiculaire p abaissée de sou 
centre O sur le nUui du trian5;lê AlîC. 

Pour cela , soient pris respectivement OA , OB , OC pour axes 



/ 

> 
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des / , 2/ 9 p; pour passer au nouveau système de coordonnées ^ il 

faudra faire 

ar=a /+(î w+y p , 
j=oe//+(î'tt+/f^ , J (2) 

ce qui donnera , en substituant ^ 

Si , dans cette équation , on fait tour-à-tour deux des coor- 
données égales à zéro , et qu'on en tire ensuite la valeur de la 
troisième , on obtiendra ainsi les valeurs de OA » OB ^ OC , qu'on 
trouvera être 

V3 



V/tf«»-H«^'4-c«^'* * 



OB= -7=^= , > (4) 



oc= ^ 



V/fly^+^>/»4-c>^* 



Gela posé , considérons le tétraèdre rectangle dont le sommet 
est en O et dont ABC est la face hypothénusale. Les aires des 
faces rectangulaires de ce tétraèdre sont 

|OB,OC , ^OCOA , i^OA.OB ; 

on sait d'ailleurs que la somme de leurs quarrés doit être ^le 
au quarré de Taire de la face liypothénusale j d'où il suit qu'on 
doit avoir 
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ABC=:4 |/0B'.0C'+5c*.ôr+ôr.ôP . 

Présentement, le volume du tétraèdre peut être indistinctement 
exprimé par fp,kBC ou par ■|-OA.OB.OC » d'où il suit qu'on doit 
AToir 

_ OA.OB.OC 
^— aABC • 

c'est-à^lire en substituant , 

OA.OB.OC 

^~ /ô5\oc'+oc*.(5â'+(3a*.ob 
iOu encore 



•TTS» > 



r 






« • 



ce qui donnera , en introduisant pour OA > OB , OG , les 
valeurs (4) > 

Mais on a , dans le cas présent , 

a 'H-^ *+v '=1 , 

donc cette expression se réduit simplement à 
quantité constante ; de sorte qu'on a ce théorèmç : 



/ 
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THÉORÈME II, Les inangles inscrits à une surface du second 
ordre y faces .hypothénusales dune suite de tétraèdres rectangles j 
ayant pour sommet commun de T angle droit trièdre le centre de 
cette surface , sont tous iangens à une même sphère* 

On peut toujours supposer d positif, et coiisequemtnent le nu- 
mérateur réel ; la sphère ne sera donc réelle qu autant que j+^-f-r 
sera une quantité positive ; ce qui,, en particulier, aura toujours 
lieu pour J'ellipsoïde. 



QUESTIONS PROPOSÉES. 

Problème de Géométrie. 

A quelle courbe est tangente un€ droite indéfinie qui se meut sur 
le plan d'un segment de cercle , de manière à couper constamment 

làrc et sa corde en parties proportionnelles? 

• • ... 



.i 



CAUSTIQUES SUR UN PLAN. aoB 



T ' 
.f. « 



OPTIQUE. 

Becherches sur les caustiques ; 



Par M. Ch. Sturm. 



^OIT ; dans un milieu homogène , un point lumineux A , d'où 
émanent , en tous sens , des rayons qui se réfractent , en passant 
de ce milieu dans un autre milieu également homogène , séparé 
du premier par une surface plane ou sphérique. Nous nous pro- 
posons ici de déterminer la nature de la surface caustique formée 
par la rencontre consécutive des rayons réfractés. 

Supposons d'abord ( fig. i et 2 ) que la surface de séparation 
soit un plan. Abaissons du point A sur ce plan une perpendiculaire 
AC , que nous prolongerons d'une quantité CB=AC , et par la- 
quelle nous conduirons y à volonté , uu plan ACD qui coupera 
le proposé suivant une droite CD., perpendiculaire à CA. Il est 
clair que tous les rayons émanés du point A qui tomberont dans 
ce plan ACD n'en sortiront pas en passant dans le second* milieiu 
Ainsi nous n'avons à considérer que ce qui se passe dans le plan 
ACD 9 qui est celui de la figure. 

Soient donc AI un rayon incident quelconque ^ I son point 
d'incidence , sur la droite CD et IK la direction qu'il prend en 
se réfractant. Soit IL le prolongement de cette direction IK du 
côté du point A ; élevons IF perpendiculaire Sl CD ; les sinns des 
angles AIF et LIF d'incidence et de réfraction seront entre eux^ 
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d'après une loi connue , dans un rapport constant que nous nom- 



a 

nierons — • 
c 



Faisons passer par les trois points A , B , I une circonférence 
de cercle. Celte circonférence touchera IF en I , et coupera de 
nouveau la droite Nj en un point M. Il est aisé de voir que 
les sinus des angles AIF , MIF que la tangente IF au cercle AIB 
fait avec les cordes lA , IM sont entre eux comme ces cordes. 

Donc le rapport de celles-ci est donné et égal à — ; et suivant 

que a sera plus grand ou plus petit que c , les points I et M 
seront ou ne seront pas situés tous deux du même côté de AB. 
Ces deux cas doivent ^ire examinés séparément. 

Premier cas ( fig. i ). a^c ^ d'où IA>IM. 

L'angle AMB étant alors égal à l'angle AIB , prencms suf MB 
une portion MG égale à MA et joignons AG, les deux triangles 
isociles AIB , AMG seront semblables ; donc l'angle MAG sera égal 
à l'angle lAB , «t par conséquent l'angle BAG égal à l'angle lAM ; 
mais DU a aussi Tangle ABG égal à l'angle lAM ; donc les deux 
triangles BAG et AMI sont semblables , et donnent consëquemment 
celte proportion 

BA _ lA BA _ tf 

lÏG— Im ' ""'' BG— 7 ' 

donc I|G est constant et donné de grandeur ; et comme 

B&=MB~MG=MB— MA , 

on voit que la différence MB — ^MA est constante , et que par 
conséquent le point M est à une branche d'hyperbole dont les 
foyers sont A et B et dont l'axe transverse est égal à BG. 

De plus MI est la normale à cette courbe au point M , puis- 
qu'elle fait , avec les deux rayons vecteurs MA , MB , des angles 
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AMI, BMI, supplemens de l'autre , comme soiis-lendiis dans le 
cercle AMB par des cordes égales BI , AI. Tous les rayons rc^fraclés 
IK sont donc normaux à la branche d'hyperbole dont il s'agit. 

Ainsi , lorsque Tangle de réfraction est moindre que Fangle 
d'incidence , la caustique formée par les rayons réfractés est la 
développée dune branche d'hyperbole dont le foyer est le point de 
départ des rayons incidens , dont le centre est la projection du 
même point sur la droite séparatrice des deux milieux , et dont 
t excentricité est à Taxe iransverse dans le rapport donné du sinus 
d'incidence au sinus de réfraction. 

Deuxième cas ( fjg. 2 ). a<^c ^ d'où IA<IM. 

L'angle AMB étant alors suppUnnent de AlB , prolongeons BM 
d^me quantité MG=MA et joignons AG ; les triangles isocèles 
AIB , AMG étant semblables , Tangle MAG sera égal à lAB , et 
par conséc[uent l'angle BAG égal à l'angle lAM ; mais l'angle ABG 
est égal à l'angle AIM; donc les deux triangles BAG , lAM sont 
semblables et donnent coiisé(j[uemment 

B\ lA BA _ a 

liG ~ÏM ' ^^ BG~T ' 

donc BG est donné de grandeur; et comme 

BG=MG4-MB=MA+MB y 

on voit que le point M appartient à une ellipse dont A et B soat 
les foyers et dont le grand axe est égal à BG. 

De plus MI est la normale à celte courbe, puisqu'elle fait , avec 
les rayons vecteurs MA, MB , des angles IMA , IMB égaux entre 
eux , comme sous-tendant des cordes égales lA , IB du cercle AMB. 
Tous les rayons réfractés IK sont donc normaux à l'ellipse dont 
il s'agit. 

Ainsi , lorsque V angle de réfraction est plus grand que V angle' 
d'incidence , la caustique formée par les rayons réfractés est la 
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développée d'une demi-ellipse , dont le foyer est le point de départ 
des rayons incidens , dont le centre est la projection du même 
point sur la droite séparatrice des deux milieux , et dont T excen- 
tricité est au demi-grand axe dans le rapport donné du sinus 
dincidence au sinus de réfraction. Il faut remarquer qu'ici l'angle 
d'incidence ne saurait croître au-dejià d'une certaine limite dcter- 

minée par la formule Sin.AIF= — # 

Comme les résultats que nous venons d'exposer sont déjà connus 
et ont été démontrés par Tanalise (*) , nous ne nous y arrêterons 
pas davantage» Passons donc à d'autres recherches. 

Supposons ( fig. 3 , 4 > 5 ) que la surface séparatrice des deux 
milieux soit une surface sphérique. Tirons de son centre C au point 
lumineux A une droite indéfinie CA , par laquelle nous ferons 
passer un plan CAD , qui coupera cette surface suivant un cercle 
dDj y représenté dans la figure. II est clair que tous les rayons 
émanés du point A dans ce plan CAD n'en sortiront pas en pé«- 
nétraut du premier milieu dans le second. 

Sjient donc AI un rayon incident quelconque , I son point d'în- 
cidence sur le cercle dDâ et IK la direction qu'il prend en se 
réfractant. Soit IIj le prolongement de IK dans la direction opposée , 
et tirons le rayon ou la norn^ale CL Les sinus des angles AIC , 
Lie dincidence et de réfraction sont toujours entre eux dans un 
rapport donné. Il faut remarquer , en outre , que ces angles doivent 
toujours être de même espèce , c'e3t-à-dire , tous dçux aigus ou 
tous deux obtus. 

Prenons , sur la direction de la droite CA , un point B tel que 



(*) Voyez le mémoire inséré ^ la page 229 du XL^ volume du présent 
recueil. 
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le produit de CA par CB soit ëgal au quarré du rayon CI ou 

Cd. Les triangles CAI , CIB seront semblables et donneront 
lA CA , lA , 

-;;7=-— î le rapport -— sera donc constant. Posons 
us Cl lis 

lA _ « 

Le triangle CAI donne encore 

Sîn.ClA CA 



• 



et comme les angles CAI , CIB sont égaux > on a 

5m.CIA CA a 



sin.au a 



• 



Si le point A est tellement placé , à Tégard de la surface sépa* 
ratrice , que le rapport de CA au rayon CI soit égal au rapport 
donné du sinus d'incidence au sinus de réfraction, la formula} li- 
dessus fait voir que , l'angle d'incidence étant CIA , l'angle de 
réfraction sera CIB, pourvu toutefois que ces deux angles soient 
de même espèce. Cette condition n'est remplie qu'autant que le 
point I tombe sur l'arc SD , déterminé sur le cercle dDâ par Ix 
perpendiculaire AD à CA ( fig. 3 ) ou par la tangente AD à ce 
cercle ( fig. 4 > 5 ) , suivant que A lui est intérieur ou extérieur. 
Ce cas particulier , dans lequel la courbure sphérique fait converger 
en un seul et même point les directions des rayons réfractés , a 
été signalé par M. le professeur de La Rive fils, dans son mémoire 
sur les Caustiques, imprimé récemment à Genève (*). 



(*) Nous aurions dé]k annonce cet intéressant mémoire que nous n'avons 
reçu au surplus que depuis peu , si nous n'avions voulu faire counaitrt 
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Pour rentrer dans la généralité de la question , faisons passer 
une circonférence par les trois points A , B , I ; cette circonférence 
coupera la droite IL en un second point M ; et, à cause de I4. 

relation CA.CB=CI , CI lui sera tangentej en I. Cela étant, les; 
sinus des angles CIA , CIM , formés par cette tangente CI avec- 
les cordes lA , Dl seront entre eux comme ces cordes. Soit 

le rapport donné de ces sinus ; on aura ainsi — - = — , de sorte 

c IM c 

que les trois droites lA , IB , IM seront constamment proportion- 
nelles aux trois constantes a ^ h ^ c^ 

La circonférence qui passe par les trois points A , B , I , est 
divisée par ces points en trois arcs sur cliacun desquels le point M 
peut également se trouver. Voilà donc trois cas distincts qu'il faut 
discuter séparément. 

Premier cas ( fig, 3 ). Le point M tombe sur Tare AB. 

Les angles AIB , AMB étant alors supplt'mens l'un de l'autre ; 
prolongeons BM d'une longueur MG qui soit à MA dans le rapport 
donné de ^ à « ou de IB à lA , et soit menée AG. Les triangles 
AIB, AMG ayant un angle égal en M et I, compris entre deux 
côtés proportionnels , seront semblables ; d'où il suit que Tangle-. 
MAG sera égal à l'angle lAB , et par conséquent l'angle BAG égal 
à l'angle lAM. Les triangles BAG , lAM ayant en outre les.angles 
ABG 9 AIM égaux sont donc semblables et donnent, 

Bà lA BA a 

BG— ÏM '- ^^ BG~7 ' 

donc BG est constante et donnée de grandeur. Or , on a 



en m^^me temps quelques résultats sur le même sujet que nous avons 
obtenus depuis loug-temps , mais que le défaut de loisir nous a empêché 
jusqu'ici de mettre en ordre». 

J. D. G. 
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BG=MB+MG , MG=-^MA; 



afnsl 



jMB-f -. MA=:BG , oa û.MB+^.MA=r.AB , (i) 

Le lieu géométrique du point M est doue une courbe dans la- 
quelle la somme des produits des rayons vecteurs, rapportés aux 
points A et B par deux constantes , est elle-même une quantité , 
constante. 

Deuxième cas ( fig. 4 )• L^ point M se trouve sur Tare AL 
Les angles AlB , AMB étant alors égaux entre eux , soit prise 
sur MB , prolongée , s*il est nécessaire , au-delà du point B , une 
longueur MG qui soit à MA dans le rapport donné de ^ à //, 
^t soit menée AG. Les triangles AMG , AIB ayant un angle égal 
^n M et I , compris entre deux côtés proportionnels , seront 
semblables ; d où il suit que l'angle MAG sera égal à l'angle 
L\B ^ et couséquemment plus petit que MAB ; de sorte que G 
-doit réellement tomber entre M et B. Ensuite l'angle BAG sera 
égal à Tangle L\M ; et y comme les angles ABG , AIM sont aussi 
«égaux , on voit que les triangles BAG, lAM sont aussi semblables » 
€t donuent conséquemmeut 

BA lA BA a 

BG ~m ' ^^ BG ~7 ' 

donc BG est constant et donné de grandeur. Or , on ^ 

BG=:MB— MG , MG=i MA , 

ainsi 

MB— i. MA=:BG , ou ^.MB— ^.MA=^.AB . (a) 
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Le Heu gc^omc^trique du point M est donc une courbe dans la- 
quelle la difTd^rcnce des produits des rayons vecteurs , rapportés aux 
points A et B , par deux constantes est elle-même une quantité 
constante* 

Troisième cas ( fîg. 5 ). Le point M tombe sur l'arc BL 

Soit prise sur BM , prolongée ^ s'il est nécessaire , au-delà de B 

une longueur MG=: — MA , et soit menée. Par là les triangles 

AMG et AIB seront semblables , l'angle MAG égal à Tangle lAB , 
et plus grand que l'angle IMAli ; de sorte que G doit réellement 
tomber sur le prolongement de MB. Ensuite , l'angle BAG sera 
égal à l'angle lAM ; mais d'ailleurs les angles ABG , AIM sont 
égaux , comme ayant le même supplément ABM ; donc les triangle» 
BAG y lAM sont semblables et donnent 



BA lA 




BA 


BG 'li\i ' 


ou 


£G 



9 
C 



donc BG est constant et donné de grandeur. Or , on 



BG=MG— MB , MG=-^ MA; 





. ^1 



amsi 



- MA— MB=BG , ou ^.MA— ^.MBs^rAB • (3) 



Le lieu géométrique du point M est donc encore ici une courbe 
dans laquelle la ditlérence des produits des rayons vecteurs ^ rap^ 
portés aux points A et B, par deux constantes est elle-même une 
quantité constante ; mais ici la diflérence est inverse de celle du 
cas précédent. 

En résumé , nous voyons que le lieu géométrique du point M 
est ime courbe telle que la somme ou la difiérence des produits 
des distances de ^^ points aux deux points fixes A et B par deux 
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coefficiens déterminés est constante et donnée de grandeur. Il sera 
donc toujours facile de construire cette courbe , d'après réquation 
qui lui correspondra ; on trouvera que c'est uine courbe du genre 
de Tellipse ou de l'hyperbole , dilTërant d'autant moins de l'une 
ou de l'autre de celles-ci que le rayon du cercle dont le centre 
est C sera plus grand par rapport à la distance du point Â à sa 
circonférence , et qu'en même temps les deux coefficiens seront moins 
inégaux. 

Nous allons faire voir présentement que la normale au point 
M de la courbe dont il s'agît coïncide avec le rayon réfracté ML 
Soit en effet MN cette normale ( fig. 3 ) , la courbe répondant alors 
à l'équation (i). Comme on peut toujours , d un point pris à vo^ 
lonté sur le plan d'une courbe , lui mener une ou plusieurs nor- 
males^ supposons que la normale MN à la courbe proposée soit 
celle qui passe par un point fixe P , pris sur son plan. D'après 
les théories connues , sa portion PM sera un minimum ou un 
maximum , entre toutes les droites que Ton peut mener du point 
P à la même courbe. Donc, en vertu de l'équation (i) , la somme 

;?.PxM+j.MB+3.MA , 

dans laquelle p est un coefBcîent constant arbitraire , sera aussi 
un minimum ou un maximum. De là résulte y suivant un théorème 
général que nous avons démontré ailleurs (*) , que , si l'on applique 
au point M trois forces dirigées suivant les droites PM , BM , AM 
et proportionnelles aux quantités p ^ a y h ^ respectivement , leur 
résultante sera dirigée suivant la normale MN. Or , l'une d'elles 
ayant déjà cette direction , les deux autres qui agissent suivant BM 
et AM devront aussi avoir leur résultante dirigée suivant MN , 



(*) Voyex tom. XIV, pag. ii5. 
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avec laquelle letles feront des angles BMN , AMN ,' dont les sinus 
devront être consi'quemment en raison inverse de leurs intensités ^ 
c'est-à-dire, dans le "rapport de i k a. Mais MI fait avec MB et 
MA des angles dont les sinus sont entre eux comme les cordes 
IB , lA qui les sous-tendent , dans le cercle AMB , c'est-à-dire , 
dans le rapport de ^ à /z ; donc la normale MN coïncide avec 
ML On dëm outrerait la m^me cliose pour le cas des équations 
(a) ei (3) , ( Cg. 4 et 5 ) (*). 

Cette propriété fait voir que la courbe à laquelle sont tangens 
les rayons réfractés IK ou IM , est la développée de l'une des courbes 
(i) , (2) , (3) ; or, cette courbe n'est autre chose que la caustique 
formée par ces rayons réfractés , d'où il faut conclure, que la 
caustique que forment les rayons lumineux qui émanent dun point ^ 
après s'être réfractés à la rencontre d'une circonférence dans le 
plan de laquelle ce point se trouve situé , est la développée d'une 
courbe dont la propriété caractéristique est que la somme ou la 
différence des produits des distances de ses points au point lumineux 
et à son conjugué par rapport au cercle , par deux coejfficiens cons-- 
tans est une quantité constante. Les courbes de ce genre ayant 
quelque ressemblance soit avec l'ellipse , soit avec l'hyperbole , on 
doit en conclure que les caustiques dont il s'agit ici ne doivent pas 



'<*) Si l'on TOttlaît faire usage da calcul dîfftérentiel , on aarait , en nom* 
suant r , r^ les droites MA t MB , et di l'élémeut de la coorbo ^ 

brfrar'sstÇonst. d'où h -r- -^a -7- =0 ; 

or y -pet --p* sont les sinus des angles que fait la normale avec bf 
rayons vecteurs r et r' ; donc » etc. 



. * 
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différer extrêmement des développées de ces deux courbes (*). 
La proposition que nous venons d'établir doit maintenant être 
appliquée aux diflérentes circonstances que peut présenter la 
question.. 



(*) Ce qui précède nous conduit à une constroctioa assez simple des 
courbes (i) , (2), (3). 

Soit prise ( fig. 6 ) sur la direction de lA une longueur IM'=?IM , et 
soit M^(>« parallèle à CI , qui coupe eu C^ la direction de CA. On a d'abord 

lA a ., ^ lA a 

== — , dou 



liW c " W\ c— a 

les triangles ClA^ C^M^A donnent ensuite 

CA CI lA a 



CA CiW M'A r— a ' 

donc le point C' est donne de position et la distance* CM' donnée de: 
{grandeur $• de sorte que le point M' appartient à une circonférence de 
cercle dont on connaît le centre O et le rajon» 

Ainsi , décrivons un cercle dont le centre O et le rayon OW' soient 
déterminés par les proportions. 

CA a CI CA a 



CQ c CiW C'A c— A ' 

le- point A sera un centre de similitude des- cercles dont C et O' sont 
les centres. Soient menées par ce point A des droites- IM' qui coupent 
ces deux cercles en des points corrélatifs I et M' « de sorte que les 
rayons CI ,. CM' soient parallèles entre eux ;- puis ,. faisant passer par- les- 
points A et B une suite de cercles AIB , prenons sur chacun: d'eux une 
corde IM égale à IM' , tellement que Tangle: CIM soit de même espèce 
que CIA ; nous obtiendrons y par cette construction , tous les points IVt 
de la courbe demandée ^ et toutes ses normales* MI. 

Une construction analogue ,. indiquée ( fig* a ) , a lieu relatirement ài 
l'ellipse- et à l'hyperbole, dont. il. a été question. ( fig. i. et 1 )•. 



\ 
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Tout étant supposé comme e^' -dessus ( fig, 3 ) , soît d'abord sap*- 
posé le poiut A dans l'intérieur du cercle réfringent , ce qui donne 
a<h. Elevons la perpendiculaire AD à l'axe CA. L'angle CDB 
étant égal à l'angle CAD , BD sera tangente au cercle dDi-, et 
l'angle CDA=CBD , sera la plus grande valeur que puisse prendre 
l'angle d'incidence CIA, qui est toujours égal à CEI. Concevons 
décrit le cercle AIB , pour chaque point I d'incidence ; il faudra 
supposer successivement que le point I tombe sur l'arc dD y puis 
sur l'arc dD , en se rappelant que l'angle CIM ne peut devenir 
' obtus. 

Si Ton a r<^7, il s'ensuit IM<IA, le point M tombe toujours 
sur Tare AI , quel que soit I ; la caustique formée par les rayons 
réfractés est alors la développée de la courbe (2). 

Si Ton a c^a et <^ , IM est compris entre lA et IB , le point 
M tombe sur l'arc AB , quel que soit I ; la caustique répond alors 
à la courbe (i). 

Soit enfin c^a et > ^ , d'où LM > lA et > IB. Si le point d'in- 
cidence tombe sur l'arc dD , on voit que la caustique est la déve- 
loppée de la courbe (1) ; et , s'il tombe sur 3D , elle devient celle 
de U courbe (3). L'angle d'incidence a ici une limite an-dessous 
de CDA ) qu'on obtient en faisant Sin.CIM=:i^ dans la formule 

— \ = — d'où ^//î.CIAss — < — ou <Sin.CDA • 

Examinons maintenant ce qui a lieu ( fig. 4 ^t 5 ) , quand le 
point A est extérieur au cercle, d'où résulte a^h. Soit alors AD 
tangente au cercle dDd ; il est clair que les rayons qui partent du 
point A ne pourront pas tomber , à la fois , sur les deux arcs dD 
et SD ; ils tomberont seulement sur l'un ou sur l'autre. D'après 
cela , si l'on suppose décrit le cercle AIB pour chaque point I , ea 
se rappelant que les angles CIA , CIM sont toujours de même espèce , 
et que le premier est obtus ou aigu , suivant que \ tombe sur dD 
ou su|: dp, on parviendra ^ux résultats suivans» 

Les rayons incidens .tombant sur l'arc dD , si Tpn a c^a^ la ^ 



^ 
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caustique est la développée de la courbe (2) ; mais , si Ton a 
c'^ûj elle répondra à la courbe (1) ; les rîîyons iiicidens suscep- 
tibles de réfraction n'atteindront pas AD , et leur limite sera donnée 

par la formule 5/;i.CIA= — . 
* c 

Les rayons incidens tombant sur l'arc SD , si Ton a /?<// , la 
caustique se rapporte à la courbe (i) ou à la courbe (3) , suivant 
qu*on a r> ou <i. Mais^>^ï se rapporte à la courbe (2). Dans 

ce dernier cas , Tangle ^incidence CIA a une limite au-dessous de 

1 a 

l'angle droit CDA , donnée par la formule 5//2.CIA=5 — . 

c 

Outre les suppositions que nous venons de parcourir , il reste 
celle de r=^. Nous avons vu qu'alors , tant que les rayons inci- 
dens tombent sur l'arc SD y la caustique se réduit à un point 
unique B ; mais ^ à l'égard de ceux qui tombent sur l'autre arc 
dD , la caustique devient lu développée de la courbe (i) ou de 
la courbe (2) , suivant que le point A est intérieur ou extérieur 
au cercle dDd. 

» 

Pour compléter ces recherches , nous allons encore considérer 
la surface sphérique comme surface réfléchissante y ou ^ ce qui 
revient au même y le cercle comme courbe réfléchissante y et nous 
ferons connaître la nature de la caustique que forment alors les 

rayons réfléchis. 

£u admettant les mc^mes notations et constructions que ci-dessus , 
on parvient aisément alors aux conclusions que voici : 

Si la distance du point A au -centre du miroir est plus petite 
que son rayon , la caustique formée par les rayons réfléchis est 

la développée de la courbe définie par l'équation - MA — ^MB=AB. 

Si la distance du point A au centre du miroir est plus grande 
que son rayon , la caustique est la développée de la courbe 
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b h 

MB-j — MA=AB ou de la courbe MB =5AB , suivant qHCr 

le miroir est convexe ou concave à Tégard du point A^ 

Il convient de rappeler ici une autre propriété optique dont 
jouissent en commun les courbes désignées par (2) et (3) dans ce 
qui précède , et qui se trouve énoncée dans les Œuvres- de Descaries ; 
propriété qui découle de celle que nous avons exposée relativement 
aux normales de ces courbes. En voici l'énoncé. Soient A et B 

deux points donnés de position , et soit — un rapport donné ; soit 

construite une courbe telle que , pour chacun de ses points. M , 
la quantité ^.MA — aM&. soit égale à une constante arbitraire qu'on 
peut prendre positive, négative ou nulle.. Si des rayons, lumineux^ 
partant du point A , se réfractent à la rencontre de cette courbe , 
de telle sorte que les sinus des angles d'incidence et de rëfractioa 
soient entre eux dans le rapport donné de ^r à ^ , les directions, 
des rayons réfractés convergeront vers le point fixe B (*).. 



•■i 



(*) Nous avons déjà insinue ailleurs ( tom. Y , pag. a8g ), qa*il se poarrait. 
bien que la plupart des caustiques ,.d*ordinaire d'une figure si compliquée ,, 
ne fussent que des développées de courbes, beaucoup, pins, simples» Cette 
pensée semble avoir présidé au, beau travail qu^on vient de lire ;. et c'est, 
sans doute ce qui a. conduit soa estimable auteur aux. élégant, résultats, 
auxquels il est parvenu , et qui jq,ttent tant de jour sur un. des plas épineux, 
«ujets que puisse. o£frir llanalise appliquée.. 
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CADRANS SOLAIRES. 219 



GÉOMÉTRIE APPLIQUÉE. 

Traite abrégé de gnomonîque graphique (*) 
Par M. Sarru6, docteur agrégé es sciences^ 



X^ANS les applications de la gnomonique qui ne sont pas de pure 
curiosité y la surface sur laquelle il s*agit de tracer' un cadran est 
une surface plane ^ qui peut d ailleurs avoir dans l'espace un situation 
quelconque. Les heures sont indiquées par la coïncidence de Tombre 
solaire d'une verge rectiligne , partant d'un point de la surface du 
cadran , et dirigée parallèlertiéht à l'a'xe de la terre , av&<? lifne suite 
de droites partant du même point. Ces droites sont ce qu'on 
appelle les lignes horaires ; leur point de concours est le centre 
du cadran , et la verge rectiligne dont l'ombre indique les heures 
en est dite Y axe ou le style. On appelle sousiylaire la projection 
orthogonale du style sur le plan du cadran. ' 

Dans les cadrans les plus soignés , on remf)Iace le style par nnfe 
plaque métallique circulaire , percée à son centre d'un trou de 
quelques millimètres de diamètrp. Cette plaque est solidement fixée' , 
à* l'avance, en avant dii plan du cadran; et les betires tout îndi^ 
qnées par la cbïncidetice successive du rayon solaire qui passe pdr 



^^ 



(*) On peat consulter , sur le même sujet , deux articles de M. Francœur^ 
insérés aux pages 333 du tome VilL^ et gi du tome IX.* des Annales. 

J. D. G. 



«■La*. *'■* ■^\. 
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le trou dont elle est percée avec chacune des lignes horaires. Dans 
ce cas , la droite menée du centre du trou au point de concours 
des lignes horaires doit être parallèle à Taxe de la terre ; c'est 
Taxe du cadran partant de son centre^; et la droite qui joint ce 
centre à la projection orthogonale du centre du trou sur le plan 
du cadran est la soustylaire. Nous supposerons constamment , dans 
tout ce qui va suivre., que les heures sont indiquiées par une telle 
plaque , d'autant que rien n'est plus facile que de passer de cette 
dernière supposition à la première. 

Les méthodes que Ton prescrit ordinairement pour tracer un 
cadran solaire sur un plan supposent d'abord que Ton connaît la 
latitude du lieu ; elles exigent ensuite que Ton détermine , p^ 
des procédés plus ou moins pénibles et délicats , rinclinaîson et 
la déclinaison du plan du cadran , desquelles on déduit ensuite ta 
situation du centre et la direction de la sonstylaire. Alors les lignes 
horaires se tracent par des procédés connus* 

■ ' . . . •' ■' ''''' 

Nous. n,qus proposons ici d'ensqigni^r à tracer un cadran solaire » 

dans un lieu dont la latitude est inconnue , sur un plan dont on 

ignore la situation , en remplaçant la détermination de ces ëlémens 

par trois points d'ombre marqués sur le cadran^ à des intervalles 

de quelques heures d'une même journée , choisie de préférence 

vers l'un des solstices; afin qu'on puisse considérer la déclinaison 

An soleil comme sensiblement constante dans l'intervalle qa'embras- 

.serpnt les observations. Mais, pour la commodité des praticiena, 

et pour fuieux faire voir en même temps combiea la méthode est 

facile ^ nous dqpneroi:^ d'abord ie s développemens théoriques , que 

..nous ferqos suivre du procédé pratique , dépouillé de , tou^ , rai:<* 

sohnemens/ 



■ « 



• « ■ . 
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§ I. 



Dèveîoppemens théoriques. 

En faisant abstraction de son monyeirient en dëcliaaison y ce 
qui est permis , sons lés conditions qne nous venons d'indiquer , 
le soleil décrit chaque jour un parallèle à r^quateur* Si Ton ima- 
gine par son centre mobile et par le centre fixe du trou de ifi 
plaque une droite indéfinie » prolongée jusqu'au plau du cadran.^ 
cette, droite décrira , dans ilnterTalle! déyingt-quatre heures , une 
double surface conique de révolution., doiU,^s deux nappes auront 
leur .sommet commun au centre . du tr()u« . Le plan du .cadran cou^ 
pera l'une de ces nappes suivant une.ligpie du second ordre qui 
suivra constamment , dans son mouvement , l'image mobile du trou 
de la plaque. L'axe du double cône , . parallèle k l'axe de la terre ^ 
sera aussi Taxe du cadran , qu^U ira i)(ej:cer î sou centré y po>i|it 
de concours des lignes horaires. . ., 

Spit S ( fig. 7 ) le sommet commun de deux cônes , centre du 
trou de la plaque. Soit O la projection orthogonale de ce sommet 
sur le plan du cadran ; et soient P et P^ deux quelconques des ' 
points du périmètre de la section de Tun des cônéstpà^ ceplan. 
Soit enfin C le point où le plan du cadran èsr percé ' jpâr )^axe 
commun SC des deux cônes , lequel sera aussi Taxé du cadran dô^t 
le centre sera en C. ' 

Soient menées les droites PP^ , OP , OP^ , SP % SP^ Snr lés 
deux dernières , soient prises ^ à partir de S , ïés longueurs égales 
arbitraires SA et SÂ^ ; des points Â et A^ soient respectivépiént 
abaissées y sur OP et OP^ , les perpéndîcuiaires AB' et A^B'^, et 
'soient niénées AA^' et RB^; la dernière dé ces deu:!(, droites sert 
la projection orthogonale de ' la première sur le plan du cadran. 
Soit divisé Tangle PSP^ en deux parties égales V par li^e droite 
'coupant AA^ en^'E^^ et PP^ en D^ j le point JÙ^ sera le milieu de 
Tom. XV. 3o 
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AA' ; et si , par la droiie SD" , on conçoit un plan perpendi- 
culaire à AA' , ce plan contiendra évidemment l'axe du cône , de 
sorte que sa trace sur le plan du cadran passera par le point C , 
et sera ainsi dirigée suivant D"C. 

Or, il est connu , et îl est d'ailleurs facile do di^monlrer que, 
lorsqu'un pian, et une drcrite sont perpendiculaires l'un à l'autre, 
la trace du plan , sur un autre plan quelconque, est perpendicn- 
laire à la projection Orthogonale de la droite sur ce m^me dernier 
plan ; donc , dans le cas qui nous occupe , la trace D"C du plan 
D"SC , sur le plan du cadran , doit <Jtre perpendiculaire à la pro- 
iection orthogonale BD' de la droite AA' sur ce mt)mc plan. 
''I! résulte de là que, connaissant seulement la hauteur perpen- 
diculaire du centre du trou de la plaque au-dessus du plan du 
cadran , la projection de ce centre sur le même plan et en outre 
deux images du m<!'me centfe sur ce plan , marquées à deux époques 
quelconques d'uii mtime jonr , on peut , par une construction plane , 
exécutée 'sur c6 cadran tnèm'o", ûUenir une droite qui ea contienne 
le centre. 

Supposons, en effet, ( fig. 8) que le plan de la figure soit le 
plan même du cadran , que le point O soit la projeclion ortlio- 
gonale du centre du trou et que les points P et P' soient les 
centres des images du même trou , pour deux heures différentes 
quelconques. Soient menées OP , OP' et PP', Au point O soient 
élevées des perpendiculaires OS, OS' à OP et OP' , d'une même 
longueur égale à la hauteur perpendiculaire du centre du trou 
au-dessus du 'point O. Soient menées les deux droites SP et S'P' 
sur lesquelles soient prises , à partir des points S , S' , des longueurs 
égales arbitraires SA et S'A'. Des points A et A' soient abaissées 
reipeclivement, sur OP et OP' , les perpendiculaires AB et A'B',et 
soit meni'e BB'. Sur PP' comme base soit construit un triangle Pj"P' p 
dont los deux autres côtés Vs" cl P's" soient respectivement égaux aux 
droites PS^ P'S'. Soit divisé l'angle s" de ce triangle en deux parties 
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ëgalcs par une droite coupant le côte oppose en B^^ Soit enfin 
menëe , par le point D^^ ^ une perpendiculaire indéfinie à BB^ , et 
cette perpendiculaire contiendra le centre du cadran. Cela est ma- 
nifeste, puisque la figure 8 n'est autre que le développement du 
tétraèdre SPOP' de la figure 7 sur le plan de sa baSe« 

Si donc 9 au lieu de deux images du centre du trou sur le 
plan du cadran , on en a trois ; en les combinant deux à deux ^ 
on obtiendra trois di^oites qui contiendront toutes le centre du 
cadran ; de sorte que , si la construction est bien faite , ces trois droites 
devront concourir en un même point G qui sera le centre de ce 
cadran. 

Ce point C ainsi obtenu j en le joignant au point O par ilne 
droite 9 cette droite sera la projection de Taxe sur le plan du 
cadran, c'est-^à-dire la soustylaire. Construisant ensuite sur CO , 
comme côté de Tangle droit , un triangle rectangle dont Tautre 
côté de l'angle droit OX soit égal à la hauteur du centre du trou 
au-dessus du plan du cadran , l'angle SCO dé* ce triangle mesu- 
rera l'inclinaison de Taxe sur ce plan. Si enfin on conçoit , par le 
centre du trou , une verticale rencontrant le plan du cadran en M ; 
la ligne OM sera la méridienne ou la ligne horaire de midi y de 
sorte qu'il ne restera plus à tracer que les autres lignes horaires* 
Voyons donc quels principes doivent présider à leur construction. 

Les lignes horaires d'un cadran plan quelconque né sont autre 
chose que les intersections du plan de ce cadran avec douze autres 
assujettis aux conditions suivantes , i.^ de passer tous par la di- 
rection de l'axe du cadran ; 2.® de former autour de cet axe, comme 
arête commune , vingt-quatre angles dièdres égaux entre eux ; 3.^ 
d'être tellement situés que l'un d'eux , qui déterminera la situatioa 
de tous les autres , soit vertical. Celui-ci est le plan du méridien* 

. Si l'on coupe ce système de douze plans par un autre plan- quel- 
conque 9 les intersections seront les lignes horaires d'un nouveau 
Q^dran , tracé sur ce dernier plan , ayant même- axe que ie^premierr 
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Si l'on représente par X et Y ces deux cadrans » le cadran X 
pouria être considéré comme la perspective du cadran Y , pour irn 
œil situé en un quelconque des points de l'ase commun ; et , si 
les plans des deux cadrans ne sont pas parallèles , leur commune 
section sera coupée aux mêmes points par les lignes horaires de 
l'un et de l'autre. 

Le plan du cadran X étant donné; à cause de l'indéterrainatiou 
du plan du cadran Y , on peut le choisir tel que le tracé de ses 
lignes horaires soit des plus faciles, et se servir ensuite de ce tracé 
pour exécuter celui des lignes horaires du cadran X , à l'aide des 
remarques qui précèdent. 

Or , de tous les cadrans , le plus facile à construire est , sans 
contredit , le cadran équinoxial , c'esi-à-dire , celui dont le plan 
est perpendiculaire à son axe ou parallèle au plan de lequateur. Ses 
lignes horaires , en eQ'et , font des angles égaux autour de sou centre, 
et la ligne de midi , qui détermine toutes les autres , est l'inter- 
section de son plan avec le plan vertical conduit par son axe. 

Soient donc ( fig. g ) S le centre du trou de la plaque , O sa 
projection orthogonale sur le plan du cadran , et C le centre de ce 
cadran, de manière que CS eu soit l'axe et CO la soust}laîre. 
Concevons , par ce point S , un plan perpendiculaire à l'axe SC 
du cadran , et coupant le plan de ce cadran suivant une droite 
GII rencontrée eu T par le prolongement de CO ; ce plan sera 
celui d'an cadran équinoxlai ayant même axe que te premier ; de 
sorte que , si du point S comme centre et avec ST perpendiculaire 
ù GII , prise pour rayon , on décrit un cercle sur ce second cadran^ 
il ne s'agira que de diviser sa circonférence en vingt-quatre parties 
égales et de mener du point S des rayons aux points de division , 
pour en obtenir les lignes horaires , pourvu qu'un seul, de ces 
points de division , celui de midi, par exemple , soit donné. 

Or ,■ soit yi le point où le plan du premier cadran est percé par 
la verticale SM menée par le centre du trou ; CM sera la mérï- 
ridlenne de ce premier cadran , coupant la droite GH au point 13, 
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d'eu il suit que la droite S12 , coupant la circonférence en M^, 
sera la méridienne du second cadran , et le point M^ le point de 
départ des divisions de cette circonférence. 

Or , si Ton conçoit que le plan du secosd cadran tourne autour 
de GH jusqu'à se confondre avec celui du premier , TS deviendra 
le prolongement de CT , et en prolongeant les lignes horaires de 
ce dernier jusqu'à GH, les droites menées du point G aux points 
de division de cette droite seront les lignes horaires du premier, 

La construction d'un cadran solaire sur un plan quelconque , se 
réduit donc à ce qui suit. 

§. IL 

Procède pratique* 

Supposons ( fig. 10 ) que le plan de la figure soit celui du cadran. 
£a avant de ce plan , soit solidement établie une plaque percée d*un 
trou circulaire ; le plan de cette plaque étant à peu près dirigé 
Ters le pôle et tourné d'ailleurs de telle sorte que vers midi , à 
une époque peu éloignée de l'une des équiuoxes , Timage solaire 
du trou soit la plus nette et la plus circulaire qu'il se pourra. 

Soient marqués arbitrairement , sur le plan du cadran , trois 
points à une même distance quelconque du centre du trou de la 
plaque , et soient considérés ces trois points comme les trois sommets 
d'un triangle ; les perpendiculaires sur les milieux de ses côtés 
devront se couper toutes trois en un même point O , qui sera la 
projection orthogonale du centre du trou de la plaque au plan du 
cadran. Soit mesurée la distance de ce centre à sa projection. 

£n un même jour , peu distant de l'un des solstices , soient 
marquées sur le cadran trois images solaires du centre du trou de 
Jla plaque , la première entre huit et neuf heures du matin , la' 
seconde vers les midi , et la troisième de trois à quatre heures du 
soir. Soient P , P^ , P'^ ces trois points j et soient menées OP , 

OPS op// , P^P'\ P'/P , pp/. 
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Soient ëlevëes respectivement à OP , OP^ , OP^^ , au point O 
des perpendiculaires OS , OS^ , OS^^ égales entre elles et à la dis- 
tance du centre du trou de la plaque à sa projection ; soient 
menées SP , S'P^ , S^^'''' ; soient prises sur ces droites , à partir 
de S , S^ , S'''' , des longueurs arbitraires SA , S^A^ , S'^A'^ , égales 
entre elles (*) ; soient abaissées des points A , A^ , A^^ respecti- 
vement , sur OP , OP^ , OP^' , les perpendiculaires AB , A'B^ , 
A^'lî^^ et soit formé le triangle BB^B^^. 

Sur' P^P^^, P^T , PP^ comme bases soient construits des triangles 
V^sT^^ , V^^sH? , Pi'^P^ , dont les deux autres côtés soient égaux 
à P^S^ , P''/S'/ pour le premier ; P^^S^'' , PS pour le second ; PS y 
V^S^ pour le troisième ; soient divisés les angles s , ^ , y^ de 
ces triangles en deux parties égales » par des droites coupant les 
côtés opposés en D , D^ , IV^ ; enlin des points D , ly , D^^ soient 
conduites des droites respectivement perpendiculaires à B^B'^ , B^^B , 
BB^ ; ces trois perpendiculaires concourront eu un même point C , 
qui sera le centre du cadran. 

Ce centre ainsi déterminé, on achèvera la construction comme il suit. 
Soit menée la soustylaire OC ( fig. 1 1 ) , et, par le point O , soit élevée 
à cette droite la perpendiculaire OX égale à la distance du centre du 
trou de la plaque à sa projection ; alors l'angle OC2 déterminera 
l'inclinaison de l'axe du cadran sur son plan. Soit menée à XC , 
par le point X , une perpendiculaire rencontrant en T le prolon- 
gement de CO. Soit menée à CT , par le point T , une perpen- 
diculaire indéfinie GH , et soit prolongée CT au-delà de cette per- 
pendiculaire d'une quantité T<7=TS ; enfin du point c comme 
centre et avec aT comme rayon y soit décrite une circonférence. 



(*) Le plus simple serait de prendre ces trois longueurs égales à la 
moins longue des trois droites SP , S'P' , S'^P'^ Si nous ne le 
pas ici 9 c'est pour conserver la sjmétrie des notations. 
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Supposons présentement qu'en laissant tomber un fil à plomb 
du. centre du trou de la plaque sa direction rencontre le plan du 
cadran en un point M ; alors en menant CM , rencontrant GH 
en un point 12, ; cette droite sera la méridienne du cadran. Me- 
nant ensuite aia , coupant la circoitférence en M^, on divisera 
cette circonférence en yingt-<]uatre parties égales , à partir du point 
M^; on mènera du centre c aux points de division des rayons 
prolongés jusqu'à la rencontre de Tindéfinie GH ; et alors les 
droites menées du point C aux points ainsi déterminés sur GH 
seront les lignes horaires du cadran (*). 

Le peu qu'on vient de lire nous parait comprendre toute la 
gnomonique usuelle » sur laquelle on a écrit tant de traités 
volumineux ; comme ce qu'on lit à la page 181 du tome XIII 
comprend toute la perspective. 



(*) Il se pourrait quelquefois que certaines droites partant du point r 
ne rencontrassent GH que fort loin du point T; mais on sait , et même 
en n'employant que la règle , mener y par un point donné C ^ une droito 
dirigée vers'^e point de concours d'une droite donnée GH et d^une autr^ 
droite donnée ^ sans qu'il soit besoin d'avoir ce point de concoors» 
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GÉOMÉTRIE ELEMENTAIRE* 

Sur la dimion de la ligne droite en parties égales i 



Par un abonné. 



Au Rédacteur des Annales ; 
Monsieur , 

JiiN voyant que vous n'aviez pas cledaigné de mentionner , dans 
les Annales , les procédés de MM. Voruz et Sarrus pour la divi- 
sion d'une droite en parties égales » j'ai [>ensé que vous ne dé- 
daigneriez pas d'accorder la même faveur au suivant , qui n'en 
difl'ère , au surplus , que par des nuances très-légères , mais dont 
la démonstration générale résuite très-simplement d'une proposition 
fort connue. 

Comme on sait , par les premiers élémens , partager une droite 
en deux parties égales , toute la difficulté du problème se réduit à 
savoir diviser une droite donnée en un nombre impair quelconque 
de parties égales ; et il est même aisé de voir que toute la diffi- 
culté de ce dernier problème se réduit elle-même à savoir cons- 
truire un des deux points de division du milieu de la droite a 
partager. 
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Soit donc AB ( fig. 12) une droite qu'il faille diviser en 2n-\^i 
parties égales. Pour y parvenir , sur AB , comme base , soit ërigé , 
à volonté , un triangle ASB. Soit prolongée AB au - delà de B 
d'une quantité BQ égale à /; fois AB. Par le point Q soit menée 
une droite arbitraire , coupant respectivement SA et SB en M et 
N, Soient encore menées AN et BM , se coupant en G. Alors la 
droite SG coupera AB en un point P tel que PA et PB contien- 
dront respectivement /2-|-i et n des 2/2-I-1 divisions de AB. 

En effet , les quatre droites SA , SB , AN et BM forment un 
quadrilatère complet , dont les trois diagonales sont SG , MN et 
AB ; et Ton a , par construction ^ 

QA : QB : : /2-|- 1 :n ; 

mais , dans un quadrilatère complet , chaque diagonale est hanno- 
niquement coupée par les deux autres ; d'où il suit qu'on doit avoir 

PA : PB : : QA : QB ; 

on aura donc aussi 

PA:PB::7ï+i :n , 

comme nous l'avions annoncé (*)• 



(*) M. du Chayla ^ capîtaîne du gënie , n6u8 a indique , pour ëviter la 
multiplicité des parallèles qu'exige la métUode ordinaire , ou plutôt pour 
pouvoir les mener facilement , un tour d'adresse fort simple , qui pourrait 
d'autant mieux trpuver place dtins les élémens, qu'il ne repose que sur les 
notions qu'on est dans l'usage d'y développer. Voici en quoi il consiste : 

Soit AB ( fig. iS ) la droite à diviser ; soit menée , à l'ordinaire » par le 
point A I une autre droite sur laquelle soient portées , à partir du même 
point , autant d'ouvertures de compas égales* et arbitraires qu'on veut de 
divisions dans AB ; et supposons que la dernière se termine en M. Soit 
menée MB , et du point A comme centre , «t avec AM pour rayon , soit 
fom. Xr. 3i 



•^^ 
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COURBES 



ANALISE TRANSCENDANTE. 

Remarques diverses sur le mémoire de M. Vincent , 
inséré au commencement du présent volume , et 
écîaircissemens sur l'article de la page i o5 ; 

Par M. Stein , professeur de mathématiques au gymnase 
-de Trêves , aucien élève de l'école polytechnique. 



Au Rédacteur des Annales j 



Ajes considérations irès-ïntéressantps que M. Vincent vient d'exposer, 
au commeiicemeiil du XV.' volume des Annales ,1^ conduisent à 



décrit un arc de cercle coupant MB en M'. En portant les divisions de 
AM sur son égale AM', et menant ensuite des droites par les points de 
division correspond un s de ces deux-là , ces droites seront les parallèles à 
construire , iesqucUes couperont AD ant points de division demandés. 

M. V»rui nous observe qua c'est à tort que nous avons dit ( page 94 ) 
que le procédé dont nous recommandions l'usage et le théorème qui lui 
■crt de démonstration n'étaient point présentés dans les traités élémentaires , 
attendu que l'on rencontre l'un et l'autre dans l^s éléoicns de M, Develey , 
professeur à Lausanne. Beiout a aussi donné quelque chose d'analogue j 
mais toujours est-il vrai de dire que le procédé , dans toute sa simplicité f 
n'est point généralement enseigné. 

J. D, G. 
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des conséquences très-dîfTërentes de plusieurs rësultats admis jus- 
qu'ici comme exacts. Le hazard ayant fait que , sans connaître le 
travail de M. Vincent , je me suis aussi occupé d'un sujet ana- 
logue , je vais ajouter ici quelques observations à celles que j'ai 
eu rtionneur ^e vous communiquer dans ma dernière lettre , en 
tâchant par là d'ëclaircir le point principal du mémoire de M. 
Vincent sur les courbes transcendantes. 

§, I. Sur les ixposans fractionnaires* 
Les deux fractions — et — sont essentiellement les métnes. 

n np 

et donnent cependant des résultats difTérens lorsqu'on les em— ' 
ploie comme exposans d'une seule et même quantité. En effet ^ 

an n'a que n valeurs différentes , tandis que a"^ eu a np* Dans ces 

m 

np valeurs sont comprises les n valeurs de an , de sorte que l'ex- 

pression anp est plus générale que l'expression a"^ (*). 

D'après cela , la valeur d'une puissance fractionnaire dépend à 
la fois de la valeur absolue et de la forme de son exposant ; 
de sorte que , pour caractériser une puissance fractionnaire d'une 



i*) On serait tenté de croire , d'après cela , qu'il n'est pas permis de 
multiplier par un même nombre les deux termes d'un exposant fraction- 
naire , ainsi qu'on le pratique dans la multiplication des radicaux ; maii 

m ^ p 
on peut obserrer que I dans le produit an.a'if les n râleurs du premier 

facteur se combinant ayec les ^ râleurs du dernier , ce produit doit par.Ià 
même aroir nq râleurs. Lors donc que , suirant les procédés connus , on 

lui substitue a nq , on ne lui fait pas acquérir des râleurs plus nom-> 
breuses que celles qu'il arait ayant cette transformation. 

J. D. G. 
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quantité connue , il ne suffît pas d*indlquer la râleur de son ex- 
|K)sant ; mai» qu'il faut dire , eu outre , quel est le dénominateur 
de cet exposant. 

§. II. Sur la dêjijnition des logarithmes ^l 

En admettant , pour définition des logarithmes , que le loga- 
rithme d'un nombre est l'exposant de la puissance à larquelle il 
faut élever un nombre constant pour obtenir celui-là , on doit re- 
connaître , d'après ce qui précède , que cette définition manque de 

précision. En eflet , si j=^» , on aura aussi y=fl"/' ; ainsi ce 
n'est pas plutôt — que — qui est le logarithme de y. Ce- 
pendant , les conséquences des deux hypothèses sont lA^n 
loin d'être les m(^mes. Si , par exemple , n est impair et 

;? pair , en posant — =Log./ , on trouvera que —y n'a pas de 



logarithme réel , tandis quen prenant — =Log.j,on auraLog.+j 
-Log— /. 

Il faudra donc , dans tous les cas , ajouter quelque chose à la 
définition des logarithmes généralement admise. Peut-être croirait- 
on atteindre le but en disant que l'exposant dont il est question 
dans la définition est supposé réduit à ses moindres termes ; mais 
ce serait rendre la définition des logarithmes moins générale ; et 
jamais on ne doit , sans une absolue nécessité , faire de tellei 
restrictions en an alise. 

Il paraîtra peut-être plus conforme à la marche analitique de 
supposer , tout au contraire , que l'exposant a été amené à avoir 
un dénominateur infini ; ce qui rendra la puissance aussi générale 
qu elle puisse l'être. 
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§• m. Sitr la construction de la logaritlimîtjue. 

Les restrictions de la signification des puissances fractionnaires 
qui naissent des diverses formes que peuvent prendre leurs expo- 
sans paraissent pouvoir Otre moins admises que dans aucun autre 
cas , lorsqu'il s'agit de constructions géométriques. En efiet , les 

quantités T ^^ ^ > P^ exemple , n'ont et ne sauraient avoir 

aucune différence , lorsqu'on les considère comme des grandeurs 

géométriques ; de sorte que l'abscisse rr- se confond absolument 

avec l'abscisse -^ • 

On ne saurait donc être d'accord avec M. Vincent , lorsqu'il 

réduit à l'abscisse , et qu'il en conclut qu'à cette abs- 

cisse il ne correspond point d'ordonnée négative , puisque , comme 

nous venons de le dire , les abscisses et ont la même 

extrémité ; de manière que l'ordonnée négative qui correspond i 
la dernière correspond aussi à la première. 

Les conclusions de M. Vincent , relatives aux branches poîn- 
tillées et ponctuées , ne sont dues qu'à une restriction arbitraire 
de la définition des logarithmes ; et on pourrait , par d'autres 
restrictions , parvenir à des résultats tout dillérens. Si , par exem- 
ple , au lieu du dénominateur 4^+- y on choisissait 2,^ , on trou- 
verait , pour la courbe y==a' , en suivant mot à mot le raison- 
nement de M. Vincent , une branche continue du coté des y 
positives , et une branche composée de parties continues séparées 
par des points , du côté des y négatives. Si l'on avait pris pour 
dénominateur 2(f-^i , ou n*aurait eu qu'une seule branche , du 
coté des y positives. 
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SI donc on voulait restreindre arbitrairement la signification 
de l'i^quaiion y~a' , elle ne prt'semerait plus aucun sens déter- 
miné. Il faudra donc , pour la construire complètement , donner 
à jr un dénominateur iiilini , et ne le réduire en aucune manière. 

§. IV. ^ulre manière de parvenir aux mêmes conclusions. 

On arriverait aux mêmes conclusions en parlant des principes 
générauï relatifs à la construction d'une courbe représentée par 
une équation. En effet , pour construire une telle courbe , il ne 
suffit point de donner à l'abscisse x des valeurs indéfiniment peu 
diflereotes ; il faut lui donner des valeurs infiniment peu diffc- 
reuies ; c'est-à-dire qu'il f.mt faire croître x d'une manière con- 
tinue. Il ne faudra donc pas partager l'unité linéaire en un 
nombre fini mais en un nombre infini de parties ; c'est-à-dire 
qu'il faudra donner aux x des dénominateurs inlînis ; et ce que 
nous avons dit plus liaut moutre qu'il n'est pas permis de ré- 
duire 1m valeurs fractionnaires de ;r à leur plus simple ex- 
pression. 

§. V. Réponse aux objections. 



On pourrait peut-être nous objecter ici qu'en supposant le d»?- 
nominateur de x infini , il n'en reste pas moins une indétermi- 
nation dans la définition des logarithmes ; puisque ce nombre 
infini peut être , à volonté , supposé pair on impair. Mais cette 
objection est inadmissible. Dès l'instant que l'on suppose le déno- 
minateur de X infini , la puissance a* aura. toutes les valeurs 
possibles , c'est-à-dire , toutes les valeurs dont elle est susceptible , 
en donnant à x les diverses formes qu'il peut avoir , ainsi que 
je l'ai prouve dans ma précédente lettre , indépendamment de lotit* 
supposition sur la nature de l'infini. ^ 
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Je n'entrerai dans aucun développement sur ce que dit M. 
Vincent de la loi de continuité , et sur ce qu'il entend par. des 
différences plus petites que toute quantité assignable. Je me bor- 
nerai uniqueiiient à observer que la réponse aux difficultés qu*il 
élève à ce sujet semble pouvoir être renfermée dans ce peu de 
mots : Lorsqu'on fait croître une variable d'une manière discon- 
tinue , on ne saurait obtenir des valeurs continues d'aucune fonc- 
tion de cette variable. 

Veuillez bien , Monsieur » si vous le jugez convenable , faire 
insérer la présente note à la suite des observations consignées dans 
ma précédente lettre. 

Agréez, etc. 

Trêves , le 1 5 août 1 824. 

P. 5. La date de la précédente lettre vous prouvera , Monsieur ^ 
que , lorsque je l'ai écrite , je ne pouvais prévoir l'objection que 
vous m'avez faite dans* la note de la page log. La. vérité est que 
le passage auquel cette note est relative ne se trouve point dans 
la minute de l'article que j'ai gardée par devers moi ; de sorte 
que j'ai du le faire entrer dans la copie par inadvertance. Il y 
était d'autant plus inutile qu'il n'ajoutait rien à ce qui avait été 
établi à la page 108. Ce n'est pas , en effet, parce que l'infiui peut 
être indistinctement considéré comme jpair ou comme impair qu'aux 
logarithmes de ^ à dénominateurs infinis répondent également les 
nombres +y et —y ; mais la raison que j'en apporte est que , 
sans faire aucune hypothèse sur la nature de l'infini , on a 
y^7=Cos.z/-f-\/^Sin.£/ , quel que soit u ; expression qui comprend 
les valeurs +1 et — i. 

J'ose espérer , Monsieur , que vous ne refuserez pas de donner 
place à cet éclaircissement. 

Trêves, le lo novembre i824. 
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QUESTIONS RÉSOLUES. 

Solution des deux problèmes de géométrie énoncés à 

la page i32 du présent çolume ; 



Far M. Querbet , ancien chef d institution» 



JlROBLÈME L Entre tous les arcs de cercles de même longueur 
et de diffèrens rayons , quel est celui qui comprend le plus grand 
segment circulaire entre lui et sa corde ? 

Solution. Pour fixer les idées , suppcrsons qu'il soîl (jaestion 
d'un segment plus petit que le demi-cercle. Soient a la longueur 
constante de Tare dont il s'agit , x la longueur variable de son 
rayon , et y Taire du segment qui lui répond ^ nous trouTeroni 
successivement 

Angle du secteur • • • s: — . 
Aire du secteur ...;=: —^z^ , 



Corde de Tare . . • • s=2jrSi 



m. 






Flèche de Tare. . . . ^x( i— Cos. \ 



f 



j 
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«'1 
Hauteur du triangle. • ssjrCos. •— ^ 



ax 



Aire du triangle. • . . =ar'Sin. — Cosi — =-jar*Sin. — , 



y= secteur— triangle. = ^ ^z^— -j- jr*Sin. — . 

Nous remarquerons que cette dernière formule convient également 
au cas où le segment devrait excéder le demi-cercle , pourvu que , 

comme on le pratique ordinairement , Sin. — soit pris avec sor 

signe. 

On peut même concevoir tels segmens de cercles qui excèdent 
tant qu'on voudra le cercle auquel ils se trouvent correspondre. Un 
segment de cercle est , en efl'et , la surface comprise entre un arc 
quelconque et sa corde ; or , rien n'empêche qu'on ne prenne l'arc 
plus grand qu'une circonférence et même plus grand que tant de 
circonférences on voudra ; et alors le segment vaudra lui-même plus 
d'un Cercle entier , et pourra même surpasser tel nombre de >cercles 
on voudra. Cette remarque rendra plus faciles à interpréter les 
résultats que nous allons obtenir. 

En difTérentiant deux fois consécutivement la valeur de j , 
#n trouvera 

-r- =:t^— ^Sin ]r^aCos.- , 

QX * X * X 

^ =1 Sm. - + - Cos.- . 

<Lc« * op» a? ' * X 

Suivant donc les thëories connues , on obtiendra la condition 
Tom. XF. 3a 



L 
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coiîîiîîune au maximum et au minimum en égalant â z^ro la 

valeur de —, et les valeurs de x qui rc^sulteront de cette con* 
dition répondront au maximum ou au minimum suivant qu'elles 
rendront -— négatif om positif. 



1 4r j 
L'e'galité à zéro de la valeur de -t" donne 

tf f i + Cos. — j — 2:i:Siiu — =10 I 



ou bien 



2flrCos/ — — 4'^Sin. — Cos. — =o, 



ou encore 



ftfCos. — 2JrSin. — ) Cos. — =0. 

\, aX 2X / 2X 

En égalant le premier facteur à zéro , il vient 

lang. — = — , dou — =0 et ;r = QO«, 

ax 2X 2x 

C<*tte valeur répond évidemment au cas où l'arc a est une ligne 
droite. Il se confond alors avec sa corde , et le segment est nul 
et conséquemment minimum. On trouve , en eflbt , pour x infini 1 

Angle du secteur =0 , 

Aire du secteur = 00 , 

Corde de l'arc. . =s^ , 

Segment =0 , 
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comme cela doit être. On trouve ensuite - — =-1 , qui est le 

caractère an minimum. 

Si , au contraire , on ëgale le dernier facteur à zéro , il viendra 

Cos. — =? o ou — = , 

n étant un nombre entier positif quelconque , ce qui donne 



Il en résulte 



Sin. — s: o , Cos. — — x , 

X s 



et on trouve, en conséquence. 



Angle du secteur =(2/2+i)«r , 



Aire du secteur ss 



%{'jn'\-\)w 



2.a 

Corde de Tare . = 



^ Ci/i+i)w ^ 



Flèche de Tare. = -■ — , 

(2R4-0« 



Segment = 



a(2/i+l)ir 



•n trouve de plu5 






d» 
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ce qui montre qae Taire du segment est ici un maximum ; mais , 
à cause de Tindétermination de /z , on voit qu'il y a ici une 
infinité de maxima , lesquels consistent tous en un certain nombra 
de cercles plus un demi-cercle« La valeur 



r= 



iki%n+i)w 



prouve en outre que le maximum maximorum aura lieu , lorsqu'on 
aura /2 = o , et alors le segment sera évidemment un simple demi- 
cercle. 

PROBLÈME II. Entre toutes les calottes sphériques de mime 
surface et de différens rayons , quelle est celle qui comprend Je 
plus grand segment sphérique entre elle et le plan du cercle qui 
lui sert de hase ? 

Solution. Pour fixer les idées , supposons quHl soit question d'une 
calotte moindre que l'hémisphère. Soient a^ là surface constante de 
la calotte dont il s'agit , x la longueur variable du rayon de la 
sphère à laquelle elle appartient , et enfin y le volume du seg- 
ment sphérique qui lui répond \ nous trouverons successivement 



Flèche de la calotte • 



' Volume du secteur. • . — a^x , 



Hauteur du cône. • . ^ 



Rayon de sa b^e • . ^Y^»** ^* ^ 



a«« 



"^ 



\ 




l 9- "^^^ 





'\ 



1 



t. 



- .' 



•/s VJR'K 

! 




/ 
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M^ 



Aire de cette base. . . ^ — ^ — — , 



Yolume du cône, • • - 



fl»C4 



i)(air«'— «») 



a4v>«i 



v= secteur ■— cône. • a^. — ; — r- • 
En différentiant deux fols la valeur de / , on troure 



dy «♦ «»•— a»x* d*y o* 



rjr>— a* 



d« 8s* «4 



dj9> aw* 



«5 



■* • 



/ 



En égalant donc à zëro la valeur de -^ , on obtiendra pour U 
#ondition commune au maximum et au minimum 



û*— •2tir.r* s: o 



d'où 



«* 



il faut donc que le rayon soit ^gal à la flèche du segment , ou ^ 
en d'autres termes , que ce segment soit une hémisphère. 
Qn tire de là 






et par suite 



d»/ > 
d*« 






et comme x est positif , il s'ensuit que cette valeur est négative 
et qu'ainsi l'hémisphère est le segment maximum. 

Si l'on supposait le secteur plus grand que Thëmisphère , on 
aurait 



^^ 
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Hauteur du cône • . =s 



tf»— 2W«* 



SLmx 



Son volume. = ■ ' — , ■ , 

cone zsaK — ; — v t 



râleur pareille à la prëcédente , et qui conduirait aux méxain 
conséquences. 



Solution purement géométrique des mêmes problèmes^ 



Par un Abonné* 



I. ooiT donné le segment de cercle maximum entre tons ceux 
qui sont terminés par des arcs de m()me longueur* Sur sa corde , 

comme corde commune , concevons , du côté opposé , un pareil* 

• 

segment ; il est manifeste que le double segment devra aussi être 
maximum , entre tous les doubles segmens qui auraient un péri- 
mètre double en longueur de la longueur constante de Tare dont 
il s'agit. Donc , par un principe connu (*) , ce double segment 
devra être un cercle ; donc le segment maximum , entre tous ceux 
^ui sont terminés par des arcs de même longueur , est un demi- 
cercle* 



(0 Tom. XIII » pag. i3a. 
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!!• Soit donné le segment sphéricjue maximum entre tous ceiijc 
qui sont termines par des calottes de même surface. Sur le cercle 
qui lui sert de base , comme base commune , soit construit , du 
côté opposé , uu pareil segment ; il est manifeste que le double 
«egment sphérique devra aussi être maximum , entre tous les dou- 
bles segmens qui auraient une surface double de la surface cons- 
tante de la calotte dont il s'agit. Donc , par un principe connu (*) , 
ce double segment devra être une sphère ; donc le segment maxi^ 
mum , entre tous ceux qui sont terminés par des calottes de même 
surface est une hémisphère (**). 



(*) Tome XIII , pag. i32« 

(^*) Nous arons re^u aussi de M» Tëdenat| recteur honoraire , corres- 
pondant de racaddmie rojale des sciences , une solution de ces deux 
problèmes ; mais cjui ne difTore guère que par les notations de celle de 
M* Querret | et qui ne nous a pas été adressée pour être rendue publique.' 

J. D. G. 



\ 
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QUESTIONS PROPOSÉES. 

Trchlème cCoptîque. 

V 

OuELLE est la conrbe plane réfléchissante pour laquelle la 
caustique par réflexion à laquelle donnent naissance les rayons de 
lumière ëmanés de Tun des points de sou plan est la développée 
d'une ellipse ou d'une hyperbole ? 

Problèmes de Géométrie. 

A un cercle donné inscrire ou circonscrire un triangle dont les 
trois côtés forment une proportion continue par diâTérence ou par 
quotiens dont la raison soit donnée ? 

Quel est , sur la surface d'un cône droit , le Heu des pieds de$ 
normales abaissées sur cette surface d'un même point quelconque 
de l'espace? '^ 



« 



\ 
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GEOMETRIE TRANSCENDANTE. 

Recherche du cercle osculaleur (fune courbe à double 
courbure en Vun quelconque de ses points ; 

Par M. PoNCELET , capitaine du génie , professeur à l'école 
royale d'application de l'artillerie et du génie» 



xJans le Vil/ volume des Annales ( pàg. 18 ), M. Bupin a 
donné un procédé assez simple pour obtenir le cerclé osculaleur 
d'une courbe à double courbure dont on a les projeciions ortho- 
gonales sur deux plans quelconques. Ce procédé consiste proprement 
à rechercher deux sections coniques osculatrices des projections qui 
soient telles que l'es cylindres projetans qui leur répondent s'en- 
trecoupent , dans l'espace , suivant une autre osculatrioe plane. La 
méthode donnée par M. Hachette , dans le Bulletin de la société phi-^ 
lomatique ( année 1 8 1 6 , page 88 ) , semble beaucoup plus com- 
pliquée , puisqu'elle est fondée sur l'emploi des surfaces gauches. 
On sait d'ailleurs qu'elle a pour principe lé beau théorème dû à 
Meusnier sur les rayons de courbure des sections obliques. 

En combinant ce théorème avec celui de M, Dupin y sur l'in- 
dicatrice de la courbure des surfaces (*) , nous sommes parvenus- 
à une troisième solution du problème qui nous paraît nouvelle 



O^oyes Annales , tom. IX , pag. 176 et 17g. 

Tom. XVyn."" VIII , u^^ février 1825. 33» 
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et qui , sî nous ne nous trompons , sera jugée beaucoup plas simple 
encore que les deux que nous venons de rappeler. Voici en quoi 

elle consiste. 

On sait que Tlndicatrice de la courbure , pour Tun des points 
d'une surface cylindrique quelconque , se rëduit à deux droites 
parallèles aux génératrices , situées dans le plan Rangent en ce point 
et symétriquement placées «par rapport à celle de ces génératrices 
qui passe par ce même point , qui d'ailleurs doit être considéré 
comme centre de ces deux droites. On sait aussi que toute section 
normale aux génératrices d'un cylindre est nécessairement une sec- 
tion de moindre courbure ; de sorte que , pour le point dont il 
s'agit y la génératrice et sa perpendiculaire dans le plan tangent sont 
les directions de plus grande et de moindre courbure de la surface 
cylindrique. On sait enfin que les rayons de courbure des diverses 
sections normales , en un même point , sont proportionnels aux quarrés 
des diamètres correspondans de l'indicatrice relative à ce point ; 
lesquels diamètres sont ici des droites terminées aux deux paral- 
lèles dont il vient d'être question ci-dessus ^ et passant par le point 
dont il s'agit. 

Il résulte de là que si , pour un quelconque des points de la 
surface d'un cylindre , on connaissait le rayon de courbure de la 
section normale aux génératrices, on obtiendrait , par une construction 
très-simple , le rayon de courbure d'une autre section normale 
quelconque , passant par le même point , et dont la direction serait 
donnée par une droite tracée dans le plan tangent en ce point ; 
car il serait une quatrième proportionnelle au rayon donné et aux 
quarrés des droites ou diamètres qui correspondent respectivement 
aux deux rayons dans l'indicatrice. - 

Cela posé , ayant une courbe à double courbure quelconque , 
donnée dans l'espace par ses projections orthogonales sur deux plans » 
on aura , par lu même , deux cylindres renfermant à la fois cette 
courbe et dont les rayons de moindre courbure , en chaque point , 
seront égaux et parallèles aux rayons de courbure des points cor— 
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respondans de leurs bases respectives , c'est-à-dire , des deux pro- 
jections de la courbe à double courbure dont il s'agit ; rayons qui 
sont censés connus dans le problème proposé (*) ; donc , pour l'un 
quelconque des points de l'intersection des cylindres projetans , on 
aura à la fois les rayons de courbure des deux sections normales 
faites suivant la tangente commune en ce point. 

Or , de là on déduira aisément le rayon de courbure de la courbe 
même d'intersection , ainsi que le plan osculateur de cette courbe 
au point donné , attendu que le cercle osculateur correspondant 
doit être commun aux sections obliques faites par ce plan dans 
les deux cylindres proposés. En effet , il résulte du théorème 
de Meusnier que le plan osculateur dont il s'agit sera per- 
pendiculaire à la droite qui joint les centres de courbure des 
deux sections normales respectives faites suivant la tangente com- 
mune aux deux cylindres qui répond au point donné sur leur 
courbe d'intersection , et de plus coupera cette même droite des 
centres de courbure en un point qui sera ïe centre osculateur 
demandé. 

Ainsi , la solution du problème que nous nous sommes proposé 
se réduit proprement à ce qui suit : !•• déterminer , pour le 
point donné sur la courbe , les rayons de courbure de ses pro- 
jections orthogonales sur deux plans quelconques ; 2.* à l'aide de 
ces rayons , qui sont respectivement égaux et parallèles aux rayons 
de moindre courbure des cylindres projetans , relatifs au point 
donné , déterminer les rayons ou centres de courbure des sections 
normales qui correspondent , dans les deux cylindres , à la tan- 
gente en ce. même point ; 3.^ enfin ^ joindre les centres dont il 
s'agit par une droite ^ et conduire par la tangente un plan qui 



(*) Sur la détermination de ces rayons , voyez Annahs ^ tome XI | pag« 36i 
et tome XII 1 pages i35 et 137. 
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soit perpendiculaire à celte droite y et qui la coupera au centre 

de courbure demandé. 

On déduit facilement de cette construction une expression très* 
simple du rayon de courbure d'une courbe , soit plajie , soit à double 
courbure , située d'une manière quelconque dans l'espace , en fonction 
des rayons de courbure des points correspondans des projections 
orthogonales de cette courbe sur deux plans arbitraires. 

Soient , en jefFet ^ R et W les rayons de courbure des deux 
projections , pour les points de ces projections qui répondent à celui 
de la courbe duquel on cherclie le rayon de courbure. Soient , en 
outre y a et a^ les angles que forme la tangente en ce point avec 
ses projections respectives sur les deux plans. Soient enfin r et r^ 
les rayons de courbure des sections normales des deux cylindres 
projetans ^ faites suivant celte tangente ; on aura , d'après les pro- 
priétés de rindlcatrlce rappelées ci-dessus , 

Cos.* a Cos.* fl' 

Cela posé , si l'on nomme d la distance entre les centres de 
courbure des sections pormales qui ont r et r^ pour rayons de 
courbure , N l'angle formé par ces rayons ou les normales au point 
donné de riutersectlon commune des deux cylindres , enfin , a et a' 
les angles compris entre les directions de ces normales respectives 
et le rayon de courbure cherché ; en représentant ce dernier par p , 
on aura également , par ce qui précède ^ dans les triangles formés 
par ces diverses droites , 

p=rCos.a , p=r''Cosa^ , 

pd=rr^Sln.N ; 
d'où Ton tirera 
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- •r'Cos.iV flCos.«a'— HCos.MCos.ir 

ang.a ^Sin./i/ — fl'Cos.»a'Sin.y • 

^ r'— rCos.Hr Bî'Cos.»^— nCos.'û'Cos.lf 

Tang.a^= "Tsï^^T'"'"^ ACos.>aSiii«iir ' 

«t par suile 

RmSin.V 

P \/fl»Cos>fl'+il'»Co8.*fl— attil'Cos.»âCos.»û'Co8.y ' 

n serait facile y au surplus , d'arriver directement à ce rësultat 
par la théorie ordinaire} des coordonndes dans l'espace (*)• 



O Dans la lettre d'enroi de Tartlcle qu'on Tient de lire , M. le 
professeur Poncelet nous observe , i.^ que le théorème démontre par M. 
Talboty tom. XIV , pag. ia6 , se trouve énoncé sous une autre forme à 
la page 262 du Traité des propriétés projectis^es des Ji^ures ^ n.» 4^7 \ ^•^ 
que les articles du même ouvrage qui précèdent celui-là , à compter da 
n«o 453 ^ page 260 f répondent négativement à la question que nous nous 
sommes faite au bns de cette même page 126 du tome XIV , et font 
connaître sons quelles conditions le sommet d*un cône quelconque du a.* 
degré peut se projeter sur le plan de sa base , de telle sorte que sa pro- 
jection soit le foyer, soit de cette base » soit de la projection d*une section 
plane quelconque faite dans ce cône. 

J. D. G. 
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GEOMETRIE ELEMENTAIRE 

Théorèmes sur les polygones réguliers ; 

Par M. Ch. Sturm. 



Il a para , à la page 4^ du présent volume , une démonstration 
d*un théorème de géométrie dont M. le professeur Lhnilier avait 
donné l'énoncé dans la Bihlioihitjue univer%elle. Cette démonstra- 
tion nous ayant paru moins simple que le sujet ne semblait le 
comporter , nous nous sommes occupés à en chercher une autre ; 
et le tour de raisonnement que nous y avons employé nous a 
heureusement conduit à quelques autres théorèmes assez curieux. 
M. Lhuilier n'ayant point encore publié sa démonstration , nous 
pensons que nos recherches sur ce sujet seront accueillies avec 
quelque bienveillance. 

Nous allons d'abord chercher quel est le Heu des points da 
plan d'un polygone régulier quelconque , desquels abaissant ^^% per- 
pendiculaires sur les directions de ses côtés , la somme des puis- 
sances semblables quelconques de ces perpendiculaires est une grandeur 
constante donnée. 

Soient m le nombre des côtés du polygone régulier dont il 
s'agit, O son centre, et P l'un des points desquels abaissant des 
perpendiculaires sur les directions de ses côtés , la somme des nJ^^ 
puissances de ces perpendiculaires soit une grandeur constante 
donnée. 
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Da point O comme centre , et avec sa distance au point P pour 
rajon , soit dcfcrit une circonférence (C). Du même point O soient 
menées des droites à tous les sommets ; ces droites diviseront la 
circonférence (C) en m parties égales. Or , excepté le cas où le 
point P se trouverait le milieu de l'une des divisions , ce point 
sera plus près de l'un des points de division que de tous les autres. 
S^It pris , de l'autre côté de ce point de division , un second 
point Q qui en soit à la même distance que le point P , de sorte 
que le point de division dont II s'agit soit le milieu de l'arc PQ« 
Soient enfin déterminés , pour chacun des autres points de division 
de la circonférence (C) , des points P^ et Q'' , P^^ et Q^^ , pw et 

Q^^^ , qui soient situés par rapport à eux de la même manière 

que le sont les points P et Q par rapport au premier. Il est ma^ 
iiifeste que la circonférence (C) sera aussi divisée en m parties égales , 
soit par les points P , P'' , P'^,,.,.. soit par les points Q, Q^, 

^' ^ Il n'est pas moins évident que les points de ces deux 

séries seront tous des points semblablement situés par rapport au 
polygone dont il s'agit ; d'où il suit que les perpendiculaires abaissées 
de l'un quelconque d'entre eux , autre que le point P , sur les 
directions des côtés de ce polygone seront , une à une , égales aux 
perpendiculaires abaissées de ce point P sur ces mêmes côtés. Il 
arrivera seulement que les perpendiculaires égales , dans <• les deux 
séries-, correspondront à des côtés difTérens. • 

Concluons de là que la somme des «."•• puissances des perpen- 
diculaires abaissées de l'un quelconque des 2.m points P , P^ , P^^ ,.••• > 
Q , Q^ , Q^'^,. ... , autre que le point P , sur les directions des côtés 
du polygone est égale à la somme des /i.™** puissances des per- 
pendiculaires abaissées de ce point P sur ces mêmes directions , 
et qu'aiiisi ces 'xm points doivent tous appartenir à la courbe cher- 
chée , qui doit conséquemment couper en im points au moins la 
circonférence (C) , si toutefois elle ne se confond pas avec elle. 

Or , un cercle , qui est une ligne du second ordre , ne saurait ^^ 
être coupé en 2/72 points au moins que par une ligne qui soit 
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BU moins du ot"' ordre ; donc toutes les fols que le lieu clierch<? 
sera d'un ordre inférieur au m.'"' , il devra nécessuûement se 
confondre atec la circonférence (C). 

Mais , d'un autre côté , il est connu gue la longncur de Ja per— 
pendiculiiire abaissée d'un point sur une droite est une fonction, 
lini^uirc des coordonnées de ce point ; d'où il résulte que le lit-a 
des points P du plan d'un pokgone régulier desquels abaissant 
des perpendiculaires sur les directions des côtés de ce polygone , 
la somme des n,"*' puissances des longueurs de ces perpendicu- 
laires est une quantité donuée , ne saurait t'tre qu'nue ligne du 
/!.■"' ordre au plus; donc, toiUes les fuis qu'où aura n<m', ce 
lieu devra se confondre avec la circonférence (C). On a doue c« 
théorème assez remarquable : 

THÉOUÈME. Le Heu géométrique des poi'nfs du plan d'un po- 
lygone régulier , desquels abaissant des perpendiculaires sur les 
directions de ses côtés , la somme des puissances semblables dun 
degré donné quelconque des longueurs de ces perpendiculaires est 
une grandeur constante donnée , est nécessairement une circonférence 
concentrique au polygone dont il s*agit ; toutes les fois du moins 
^ue l'exposant de la puissance est inférieur au nombre des côtés 
de ce polygone. 

Or , il est connu que tonte fonction s^inéTriqne enlière et ration- 
nelle de pllisieurs quantités est eYprimaMe eu sommes de puissances 
semblables de ces mêmes quantités , dont le degré n'excède jauiats 
le nombre des dimensions de la fonction dont il s'agil ; on peut 
donc à ce théorème substituer le suivant, beaucoup plus général. 

THÉORÈME. Le lieu géométrique des points du plan d'un 
polygone régulier , desquels abaissant des perpendiculaires sur les 
directions de ses côtés , une fonction symétrique rationnelle et en- 
tière de forme quelconque des longueurs de ces perpendiculaires 
est une quantité constante , est une circonférence concentrique au 
polygone dont il s'agit ; toutes les fois du moins que le nombre 
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des dimensions de la fonction est inférieur au nombre des côtés de 
ce polygone. 

Âin5i, en particulier, le thëorèoie sera vrai pour les sommes de 
produits deux à deux , trois à trois, ....•• /72^i à 773^1 de ces 
perpendiculaires. 

D'après Tidc^e qu'on se forme communément de la loi de con- 
tinuité , on serait tenté de croira que notre premier théorème doit 
subsister encore pour les sommes de puissances des longueurs des 
perpendiculaires d'un degré égal ou supérieur à m. Il paraîtrait 
étrange et vraiment paradoxal , en eiïet , que , par exemple , le 
lieu géométrique des points du plan d'un polygone régulier de 100 
cotés desquels abaissant des perpendiculaires sur les directions de 
ces cotés , la somme des 99."^^' puissances ou des puissances sem- 
blables de degrés inférieurs serait constante , dût être un cercle , 
et que celieu^dût devenir tout-à-coup une ligne du 100.°** ordre, 
ou peut-être même d'un ordre plus élevé , dès qu'il s'agirait seu- 
lement de la somme des 100'°^' puissances de ces mêmes longueurs. 

Pour démontrer généralement qu'alors le lieu demandé cesse 
d'être un cercle , il faudrait probablement s'engager dans de longs 
et difficiles calculs ; mais nous pouvons du moins prouver , par 
un exemple particulier des plus simples , que du moins la loi de 
continuité n'est point observée dans tous les cas. En effet , dans 
ses Èiémens danalise géométrique ( pag, 189 ) , M. Lhuilier a 
prouvé que le lieu des points du plan d'un polygone régulier tels 
que la somme des cubes de leurs distantes aux côtés du polygone 
est constante , est une circonférence concentrique à ce polygone y 
tant que le nombre de ses côtés surpasse trois ; mais que , dans 
le cas du triangle ^équilatéral , ce lieu cesse d'être une ciiTonfé- 
. rence , pour devenir une ligne du troisième ordre. Il résulte d'ail- 
leurs , de ce qui vient d'être démontré ci-dessus , que, pour le 
triangle équilatéral , comme pour les autres polygones réguliers ^ 
ce lieu redevient une circonférence dès qu'il ne s'agit plus que 
•des sommes de perpeAdiculaires ou de la somme de leurs quarrés. 
'Tom. Xr. 34 
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Venons pn'seutemcnt au iliéorème tic M. ÏJmilÎpr , qiie nous 
avons rappelé au commencement de cet article , et cherchons quel 
est le lien des points du plan d'un polygone régulier donné qiiel- 
conijue, desquels abaissant des perpendiculaires sur les directions 
de ses côtés , le polygone non régulier inscrit qui aura ses ^sommets 
aux pieds de ces perpendiculaires, ait une aire constante donnée. 

Exécutons esactement les mêmes constructions que ci-dessus et 

nous obtiendrons comme alors a/n points P, P' , V" , Q » Q' » 

Q",..,.. distribués sur la circonférence (C) , de telle sorte que U* 
polygone non régulier inscrit qui aura ses sommets aux pieds des 
perpendiculaires abaissées de l'un quelconque , autre que P , sur 
les directions des côtés du polygone primitif, sera îdentiquemetit 
égal au polygone irrégulier inscrit qui aura ses sommets ans pieds 
des perpendiculaires abaissées du point P sur cl-s môuifs directions; 
d'où l'on conclura , comme ci-dessus , que le lleiî cherché doit 
couper la circonférence (C) aux 2.m points P , P' , P",... «Q» 
Q', Q'' , si toutefois II ne se confond pas avec elle. 

Mais , d'un autre côté , il résulte , des considérations très-sïtnples 
exposées ù la page 2g3 du précédent volume , que le lieu cherché 
ne saurait être qu'une ligne du second ordre qui , sî elle ne se 
confond pas avec la circonférence (C) ', ne saurait la couper en plus 
de quatre points ; donc ce lieu est celte circonférence elle-m(?me ; 
de sorte qu'on a ce lliéurème , qui est précisément celui de M, 
Lhuilicr : 

THÉORÈME. Étant donné, sur un plan ,un polygone régulier 
Û'un nombre quelconque de côtés ; une circonférence concentrique 
à ce polygone est le lieu géométrique des points de chacun des- 
quels abaissant des perpendiculaires sur ses côtés , faire du poly- 
gone qui a pour sommets les pieds de ces perpendiculaires est 
d'une grandeur donnée. 

Désignons présentement par a , h , r , g-, â les perpendiculaires 

abaissées du point quelconque P de la circonférence (C) sur les 
directions des côtés du polygone régulier dont il s'agit ; ces per— 
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pendiculaires diviseront le polygone irri^gulier inscrit en une suite 
de triangles dont les aires seront respectivement, en représentant 
par c Tangle intérieur du polygone régulier » 

'jaiSin.t y ^icSin.€ , , j^^Sin.e , •^^^Sin.e ; 

la somme des aires de ces triangles, c'est-à-dire, l'aire du poly- 
gone irrégulier inscrit , aura donc pour expression 

T (ai-\'iC'{* • -f^^+^)Sin,e • 

Or , d'après ce qui vient d'être démontré ci-dessus , cette aire est 
constante , quelle que soit la situation du point P sur la circonfé- 
rence (C) ; puis donc que Sin.e est constant ^ il s'ensuit qiie la 
somme de produits 

ab-\'hc-^ ....... l . -^-gh-i^ha , 

est aussi une qu^itité Constante , quelle que soit la situation du 
point P sur la circonférence (C). 

Or , les quarrés des côtés consécutifs du polygone irrégulier 
inscrit ont respectivement pour expression 

^*-j-i*-|-2flriCos.e , 
^*-f-r*+2^<:Cos e , 
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g'*-l-A*-f-2^^Cos.e , 
A'-f-û'-f-3^^ïCos.e ; 

donc la somme des quarrés de ces mêmes côtés a pour expression 
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Or , il a été dt'montré ci-dessus que tf*+i*+^*+....+^'+A* i^tait 
une quautîtë constaute , et nous venons de démontrer la môme 
chose de ^3+3r+ -^gh-^ha ; on a donc cet autre théorème: 

THÉORÈME. De quelque point d'une circonférence concentrique 
à un polygone régulier donné qu'on abaisse des perpendiculaires 
sur les directions de ses côtés , la somme des quarrés des côtés 
du polygone irrégulier inscrit dont les sommets consécutifs seront 
les pieds de ces perpendiculaires , demeurera constante. 

Le tour de raisonnement qui nous a conduit à la démioastratîon 
de ces divers théorèmes peut être employé à démontrer un grand 
QOmbre de théprèpies analogues , parnii lesquels nous nous borne- 
rons à indiquer le suivant : ■ . 

THÉORÈME. Une circonférence concentrique à un polygone 
régulier donné est le lieu géométrique des points de chacun des- 
quels menant des droites à tous ses sommets , la somme des puis^ 
sances paires du même degré des longueurs de ms droites est une 
grandeur constante ; pourvu toutejois que F exposant 'commun de ces 
pi^issances paires soit inférieur au nombre des côtés du polygone 
régulier donné* 
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GEOMETRIE TRANSCENDANTE. 

Réflexions sur la démonstration donnée à la page 1 3« 
du XllI.^ çolume des Annales , de la propriété de 
minimum dont jouit la surface de la sphère entre 

• celles de tous les corps de même çolume , et sur 
une question proposée à la page i8o du mimé 
çolume ; 

Par un Abonne. 



Au Rédacteur des Annales ; 

■ ■ 

Monsieur , 

Il nous arrive assez souvent j à nous autres géomètres , de nous 
vanter , vis-à-vis des profanes , d'être en état , avec nos x et nos 
y f de résoudre complètement toutes les questiçns qui peuvent être 
proposées sur les nombres ^ l'étendue , le mouvement , et généra-» 
lemeut sur tous les êtres rigoureusement comparables à d'autres êtres 
de même nature qu'eux ; et je conviendrai qu'en effet un très^ 

grand nombre de questions des plus ardues ont déjà cédé , presquse 
sani effort ; à* nos moyens d'investigation • i ' 
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Mais, parmi cette multitude d'i?nigines que la nature mcsumLIe 
nous ollre à dechiflrer , n'y a-l-il que celles-là seulement qui n'out 
point encore fixé noire attention dont le mot reste à di'coiivrir ? 
J'en appelle ici à la bouiie foi de ceux-là mOmc que nous regardons , 
avec tant de raison , comme nos maîtres dans la science ; iU 
conviendront tous que leurs efibris n'ont pas toujours été couronui's 
de succès, et que, dans la carrière qu'ils parcourent, d'une ma- 
nière si brillante d'ailleurs, îls ont rencontré plus d'un oljstacle qu'ils 
n'ont pu encore parvenir à surmonter. 

Que les géomètres éprouvent quelques déceptions dans des ques- 
tions compliquées de pliysîque-matliématique , telles que celles qne 
présente la lliéorie de la clialeur ou celle de l'électricité , auï- 
qiH'lles on ne s'est avisé que irès-récemmcnt d'appliquer une fina- 
lise rigoureuse; qu'ils reculent d'autres fois devant la complication 
pratique des calculs qu'exigeraient certaines questions , dont la so- 
lution complète ne les dédommagerait pas snlîisamment de ta peine 
qu'il leur en aurait coûtée pour l'obtenir ; cela se conçoit parfaite- 
ment. Mais qu'ils se trouvent arrêtés devant de simples questions 
numériques ou géométriques , bien nettement circonscrites ; vdilâ 
ce qui peut surprendre ; voilà ce qui est Lien fait pour montrer 
tonte la défaillance de l'esprit liuniain. 

Par exemple, vous avez proposé. Monsieur, dans le Tll/ vo- 
lume de votre intéressant recueil (aux pages C3 , c)f) et i56 ) » 
d'assigner la moindre surface entre tontes celles qui se terminent 
à des limites données , telles que deux cercles non situés dans un' 
in^me plan , ou la courbe h double courbure intersection de deux 
cylindres , ou encore le périmètre d'un quadrilatère gauche , etc. ; 
et ces questions sont demeurées jusqu'ici sans solution ; non sans 
doute qu'on les ait dédaignées, comme on aura pu faire de quel- 
ques autres d'une moindre importance ; mais apparemment parct 
qu'on aura vainement tenté de les résoudre. 

Je dis , Monsieur , que ces questions sont demeurées sans sola- 
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tion I car je ne pense pas qu'un de vos correspondans ^oire être 
regardé comme les ayant résolues, en disant , dans le même volume 
( pag. 1 52 et 1 53 ) 9 que Téquation * dilTérentielle de la surface 
demandée est 

ni même en ajoutant que son intégrale est le résultat de l'élimi- 
nation de a et ^ eutre les trois équations 

t^ y'.- 



oh if et ^ désignent deux fonctions arbitraires. Toutes ces relations^ 
en effet , expriment des propriétés communes aux surfaces minima , 
indépendamment des limites auxquelles elles se -terminent ; mais» 
lorsque ces limites sont déterminées , Téquation de la surface qui 
résout proprement le problème doit être une équation ne renfermant 
uniquement que x ^ y ^ z et les élémens qui déterminent les li- 
mites j sans aucune constante ni fonction arbitraire quelconque. Si 
en effet on pouvait réputer résolu un problème dans lequel il s'agit 
de trouver une surface inconnue , lorsqu'on a découvert quelque 
propriété commune à toutes les surfaces parmi lesquelles se trouve 
celle qu'on cherche » il serait beaucoup plus commode et Umt aussi 
utile de dire que le problème est résolu par l'équation 

z^Yix^yyCyh^Cy ), 
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& , i , c ,• . • • • étant les constantes que déterminent les liinîtes. 

A la page i8o de votre XIII/ yolume , vous aves propose. 
Monsieur , d'assigner la moindre des surfaces qui , se terminant au . 
périmètre d'un rectangle donné , comprennent entre elle et lui un 
volume donné ; et c'est principalement sur ce problème que je me 
propose d'arrêter un moment l'attention ^e vos lecteurs ; non ce-- 
pendant pour le résoudre , car je confesse ici volontiers mon 
impuissance, mais parce que sa considération semble infirmer nn« 
démonstration donnée dans le même volume ( pag. iSz). Afin 
qu'on ne puisse pas m'objecter la discontinuité de la limite y et la 
discontinuité qui en doit résulter pour la surface cherchée , je 
substituerai une ellipse au rectangle , et je supposerai qu'il s^gi| 
d'assigner , entre toutes les surfaces courbes qui se terminent à cette 
ellipse , et qui comprennent entre elles et le plan de l'ellipse un 
volume donné , quelle est celle de moindre étendue ? 

Il est d'abord manifeste que le problème est possible ; et , pour 
en obtenir physiquement la solution , il ne s'agirait que d*éteudre 
£ur Tellipse et de lui assujettir, par les bords, une surface flexible, 
uniformément et indéfiniment élastique , de ménse figure , et d'in- 
troduire ensuite entre l'une et l'autre un fluide élastique ^ en quantité 
iuffisante pour atteindre au volume demandé. 

Gela posé , il a été rigoureusement démontré (tom. XHI , pag, f 32 ) 
que de tous les troncs de prismes triangulaires de mêmes arétes'latérates 
et de même section perpendiculaire aux arêtes , et conséquemment 
de même volume , celui dont la somme des aires des bases est 
un minimum est celui dans lequel le plan qui contient les milieux 
des trois arêtes latérales est perpendiculaire à la direction com- 
mune de ces arêtes , et dans lequel conséquemment ce plan el 
ceux des deux bases vont tous trois se couper suivant une même 
droite. 

Or , en- appliquant littéralement à la surface qui nous occupe , 
le raisonnement que l'auteur de la démonstration dont il s'agit 
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applique , en l'endroît cite , à la sarface de la sphère » on serait 
conduit k conclure que la surface minimum doit être telle , dans 
tous les cas , que les plans tangcns aux extrémités de Tune queU 
conque de ses cordes et le plan perpendiculaire sur son miliea se 
coupent tous trois suivant une même droite. 

Mais vous avez démontré , Monsieur , page 64 du présent vo* 
lume j qu'une telle propriété appartient exclusivement à la sphère ; 
d'où il paraîtrait résulter que la surface cherchée ne pourrait être 
qu'une portion de surface sphérique , résultat absurde » puisque , 
tandis que toutes les sections planes d'une surface sphérique sont 
circulaires , l'une des sections de la surface dont il s'agit ici doit 
être l'ellipse donpée^ 

De quel côté donc se trouve l'erreur ? car encore faut-il bien 
qu'il en existe une quelque part* Je soupçonne qu'elle réside dans 
le raisonnement de la page iSg du XIIL* volume, duquel il ne 
résulterait pas conséquemment', bien que cela soit vrai , que la 
surface sphérique fui minimum , entre toutes celles qui enferment 
un même espace ; c'est- à-dire , pour employer le langage de quel- 
ques écoles de philosophie, que , dans ce raisonnement , le conséquent 
serait vrai et la conséquence fausse. Je soupçonne que , dans les 
recherches relatives à la surface minimum , parmi celles qui ren- 
ferment un volume donné , sous des conditions données , on ne 
peut pas se permettre de prendre pour élémens des tronc^ de 
prismes triangulaires infiniment petits , qui ne déterminent que les 
plans tangens aux extrémités des cordes , mais qu'il faut nécessai^ 
rement recourir à des élémens compns entre quatre arêtes paral- 
lèles , lesquek détermineront alors les rayons de courbure aux 
extrémités des cordes ; et , ce qui parait venir à Tappui de cette 
opinion , c'est que l'équation différentielle de la surface minimum 
ne renferme pas seulement les coefficiens différentiels du premier 
ordre, mais encore cei\x du second. 

Si la conjecture que je hasarde ici était fondée, nous aurions 
en cette rencontre on nouvel exemple , et je puis même dire un 
Tçm.XF. 35 
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exemple très-remarquable , de la circonspection avec laquelle 
doit faire usage des infiniment petits , dans la démonstration 4ec 
tli^rèmos de géométrie. L'erreur logique commise par Tautenr du 
raisonnement, très-séduisant d'ailleurs , sur lequel j'appeliê Tattention 
des géomètres , serait tout-à-fait du genre de celle que Ton com- 
mettrait si» cherchant le lieu de l'image d'un point^ dans un miroir 
courbe , ou substituait à ce miroir le miroir plan tangent au point 
d'incidence ; ce serait encore une erreur du genre de celle qui a 
été commise par quelques géomètres qui , dans la recherche des 
orbites des comètes , d'après des observations yoisinjes » se soni 
permis de ccHisidorer comme rectiligne la portion d'orbite décrite 
dans rintervalle des observations ; ce serait enfin une erreur du 
genre de celle que Newton luinnôme a commise , dans Ja pre- 
mière édition de ses principes, en cherchant la loi de résistance 
du milieu qui peut faire décrii*e à un projectile une courbe donnée; 
et , si Terreur n'est jamais recevable , il faut convenir dit moins 
m'on ne saurait errer en meilleure compagnie* 



Agréez > jetc. 



Lyon, le j.*' novembre 1824* 
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HYDROSTATIQUE. 

Noie sur la stabilité de T équilibre des corps Jloltans ; 



Par M. Gergonne« 



JL/ANS ses Applications de géométrie (*) , M, Duplir a pr&ente 
la théorie de Téquilibrc des corps flotcans sous une fornre nouveRe ^ 
remarquable par sa slmplicltë et son ëlëgance. 

En réfléchissant de nouveau sur cette théorie , il nous a para 
qu'elle pouvait être simplifiée davantage encore , et qu'au lieu des 
deux surfaces considérées par M. Dupin , U suffisait d'en considécejr 
une seule. 

Soit un corps homogène on hétérogène » terminé par nue surface 
quelconque , continue ou discontinue ; et soient représientés par S 
tant le corps lui-même que la surface qui le termine^ Pour que 
ce corps puisse flotter sur nn liquide , il est nécessaire et il suffit 
que son poids soit inférieur k celui d'un pareil volume de ce li'» 
qnide ; et , en quelque situation qu'il y flotte , il s'y enfonce dr 
telle sorte qu'un Yolume de liquide égal à celui de la partie snb-^ 
mergée pèse autant que le corps entier.^ C'est cette partie sub-*^ 
mergée qu'on aj^lte la carène. 



(*) In-4.<> ; Bachelier I Pluîs^ i8a3^ 
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Concevons une suite de plans coupant , détachant da corps dont 
n s*aglt dès portions d'un volume constant » c^gal à celui d'une masse 
de liquide qui pèserait autant que lui. Ces plans , qu'on appelle 
plans de Jlottaifion , seront tous tangens à une. même surface » que 
M. Dupin appelle Vençeloppe des flottaisons. Représentons par S 
tant cette surface que la portion du corps qu'elle termine. Il est 
ais^ de voir que , physiquement parlant , quelle que soit la sur*- 
face S , la surface S sera toujours continue , en ce sens que partout 
ses plans tangens consécutifs yarieroiït de direction par degrés insen- 
sibles. Il résulte aussi de la nature de la surface S que , dans quel* 
que situation que le corps S^ flotte sur le liquide » la surface supérieure 
de ce liquide sera toujours tangente à cette surface S. 

Supposons , pour fixer les idées ^ que le centre de gravité da 
corps 2 soit intérieur au corps S » ainsi qu'il arrivera le plus 
souvent ; et imaginons que t sans que le corps S change de vo-- 
lume, toute la partie de sa masse qui excède S se réfugie dans 
l'intérieur de ce dernier corps et s'y distribué dé manière que la 
situation du centre de gravité n'eu éprouve aucun changement. 
Alors l'excès de S sur S deviendra une simple étendne imp&ié^ 
trahie et sans masse , ou , si Ton veut , une sorte d'appareil destiné 
uniquement à obliger le corps S à toucher , dans toutes ses situa- 
tions , la surface supérieure du liquide. Tout se passera donc 
exactement de la même manière que si , le corps £ étant réduit 
|iu corps S y le liquide sur lequel il flotte setait tont-à-coap 
solidifié. 

La théorie dé l'équilibre d'un corps solide, dont la figure ,' le * 
poids et le centre de gravité sont connus , flottant sur un liquide 
dont la densité est également connue y se trouve donc réduite , 
par ce qui précède ^ à la théorie de l'équilibre- d'un autre corps 
dont on peut assigner la surface et le centre de gravité, posé sur 
un plan horizontal ; c'est-à-dire, à une théorie fort simple, dont 
nous avons posé les principes dans le YIIL* volume du présent 
recueil ( pag. 3^9 et suiv. ). 
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GEOMETRIE ELEMENTAIRE. 

i 

B^exions dun Anovyme^ sur t article de M.BovriKB^ 
inséré à la page ii5 du présent çolame ; 

( Extrait ; par M. Gbrgonnb. ) 



Un Anonyme nous a adresse^ d'Allemagne , nous ignorons de 
quelle contrée , des réflexions critiques sur ]a démonstration donnée 
jpar M. Bouvier de la propriété de minimum dont jouissent le pé* 
rimètre du carré et la surface du cube , entre les périmètres e^ 
ilurfaces des parallélogrammes rectangles de même surface et des 
(Miralléllpipèdes de m^me volume. 

L'auteur de ces réflexions ne prétend pas infirmer la démons- 
tration de M. Bouvier , qu'il trouve tout-à-fait exacte ; mais il en 
attaque la forme qu'il trouve peu naturelle et peu d'accord avec lé 
titre à*ilimeniaîre que M. Bouvier lui a donnée. Pour des raisons 
logiques dans le détail desquelles il est superflu d'entrer , il pense» 
I.* que M. Bouvier aurait dû démontrer d'abord ses deux corol- 
laires j comme propositions principales, et ne présenter ensuite celles 
qu'il considère comme principales que comme des corollaires -de 
celles-là ; 3/ que , pour exprimer que deux quantités sont inégales , 
il est plus convenable d'exprimer que la plus grande diminuée de 
la plus petite donne un reste plus grand que xéro , que d'exprioier 
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que la plus grande divisée par la plus petite donne un qnotîent 
plus grand que i'unitë ; et c'est principalement & reproduire la 
démonstration d'après ces bases qu^il consacre la lettre qu'il nous 
fait rtionneur de nous adresser. 

Si l'Anç^nytne ne tenait qu'au premier de qps deux pofnts^» la 
démonstration serait tout aussi simple que celle de M. Bouvier » 
et on retomberait même exactement sur les résultats d^à obtenus 
par ce géomètre; mais on ne peut accorder le second qn'en sacri- 
fiant beaucoup de la brièveté i et c'est ce dont le lecteur demeurera 
sans doute convaincu , lorsque nous lui aurons mis sous les yeux 
une démonstration conforme au vœu du critique , bien qu'un peu 
plus simple que la sienne ; démonstration qui , au surplus , se 
trouvera peut-être pareille à celle de M. le professeur Lhuiliêr, 
qui ne nous est pas connue. 

THÉORÈME /. Parmi tous les paralièlogrammes rectangtes 
de mime périmètre » le carré est celui de plus grande surface. 

Démonstration. Quel que sdit un parallélogramme rectaagle 
donné , ses deux dimensions peuvent toujours être représentéc^s 
par a et tf-f-3 , de manière qu'aucune des àe^\ quantités «r et J[ 
ne soit négative. Seulement h devra être supposé uul^ si les denx 
dimensions sont égales. 

La surface de ce parallélogramme sera a'-^-ba y et son périmètre 
4a-\'2i. \^ 

Si y sous le même périmètre , on veut construire un carré , son 
côté deyw. être — - — ou — L- j et sa surface sera (--^}. Tou« 
se rédiût donc à prouver qu'on doit avoir. 



«V»»' 
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ioi*galité qui derient , par le dÔTeloppement , 

i 

dont Texactltude est manifeste^ tant qae i n'est pas nul;, c'est-» 
À-dire , tant que le rectangle donné n'est point un carré. 

Corollaire»' Parmi tous les parallélogrammes rectangles de 
même surface , le carré a le moindre périmètre. 

Démonstration. Soient , en effet , R un rectangle et C un 
carré équÎ¥alent ; et supposons ^ s'il est possible , que ce carré 
B^ait pas un moindre périmètre ; en construisant un rectangle R^, 
semblable â R , et de même périmètre que G, R^ ne serait pas 
moindre que R , ni conséquemment moindre que C » contraire^ 
ment à ce qui vient d'être déniontré, . 



«. 



THÉORÈME IL Parmi tous les parallélipipèdesneetangUs iê. 
mime surface , le cube est celui de plus grand volume. 

Démonstration. Quçl que soit un parallélipipède rectangle donné , 
ses trois dimensions peuvent toujours être représentées par a ^ 
a^b , a^b-^-c j de manière qu'aucune des trois qattnttlés a^ b^ 
c ne soit négative. Seulement c sera nul , si les deux plus grandes 
dimensions sont de môme k>Bgueup ; e^ sera h si ce sont les deux 
plus petites ; eufm , ^ et r seront^ tous deut' nuls , si les trois 
dimensions sont égales, 

La surface de ce paratléltpipède 5eM' 



1 ' • i ■• 
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2[a(a+b)+a(a^6'{'C)+(a+i)(a+i+c)) , 



c'est-à-dire » 



2{3ûH-2(23+i:>+*(i+r)} ; 



et son Tolume 



4t(a+b)(a+^+0 » 



c'est-à-dire , 



û^+(2hr\-c)a'+l(iJ^c)a . 



SI, sous la même surface, on veut conftniire un cube, Kane 
de ses £Eu:es devra être le sixième^ de la surface totale du parais 
léiipipède» c'est-à-dire; 



4 f 



ion arête sera donc 



Tj/ àa^^:i^+ c)m'^{b+€} 



T 



et son volume 



et tout se réduira à prourev ^'on doit avoir 
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ou bien 

{3û*+2(23+0a+3(3+d}»— 27{5'4-(23+ry+*(3+rV}> o ; 

or , en développant , on trouve , pour la première partie , 

w 

et pour la seconde , 

substituant donc dans rin^galit^/ci-dessos , U Tiendra 

ou , en développan t et r^uisant , 
9(*»f*^4-Ofl*+3(2^+^)(73*+73^:4-40û*+6*(*+<53H53<r+20«* 

Tom. XV. . 36 
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inégalité dont Texactitude est manifeste , tant que i et c ne sont 
pas toi\s deu-x nuls , c'est-ji-dire , tant que le parallélipipède donné 
n'est point un cube. 

CoROLLAiBE. Parmi tovs les parallélipîpides rectangles de même 
yolume , le cube a la moindre surface. 

Démonstration. Soient en effet P un parallélipipède rectangle et 
C un cube équivalent ; et supposons , s'il est possible , que ce 
cube n'ait pas une moindre surface. En construisant un paralléli-* 
pipède P^ , semblable à P , et de même surface que C , P' ne 
serait pas moindre que P , ni conséquemment moindre que C , 
contrairement à ce qui vient d'être démontrée 



Voilà jles démonstrations terre à terre , telles que l'Anonyme 
paraît les aimer , et telles que tout le monde peut les trouver ; 
tandis que M. Bouvier les avait abrégées par un coup d'adresse ; 
et , dans notre opinion , les coups d'adresse qui abrègent consti-- 
tuent le talent. Bu reste , nous remercions sincèrement ce critique 
pour nous avoir fait remarquer, i.^ qu'à la page ii6, ligne 18^ 
il eût été plus court , plus clair et plus correct de remplacer ces 
mots : ayant une surface moindre que la sienne , par ceux-ci i 
sous une surface moindre \ 3.^ qu'au bas de la page 117» nou^ 
avons laissé mettre minimum pour maximum. Lui-même , dans 

sia lettre , au lieu, de f — 1 =:^^+ / j , a écrit 

R — j -zrs^ahr^r^ — , ce qpi prouve que tout le monde ici bas est 
sujet aux distractions , hor3 de France tout comme en Fraqcj^, 



^x 
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Problèmes de Probabilité. 



h vJn suppose qu'un point inconnu devant se trouver tu concours 
de trois droites qu'on peut construire y il résulte des erreurs iné- 
vitablement attachées aux procédés graphiques que ces trois droites 
forment un triangle ; on suppose qu'on n'a aucun motif de sus- 
pecter davantage d'erreur la direction d'aucune de ces droites que 
les directions des deux autres ; et on demande où se serait le 
plus probablement trouvé le point demandé ^ si Ton avait opéré 
avec une exactitude rigoureuse ? 



. n. On suppose qu'une droite inconnue devant être déterminée 
par trois points de sa direction qu'cMi sait construire y il résulte 
de$ erreurs inévitablement attachées aux procédés graphiques que 
ces trois points forment un triangle ; on suppose que l'on n'^ 
Buci^m motif da suspecter davantage d'erreur la situation de l'un 
de ces points que celle de chacun des. deux autres ; et on de- 
mande quelle aurait été , le plus probablement y la direction de 
la droite demandée , si l'on avait opéré avec une exactitude 
rigoureuses? 
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Problèmes de Géométrie. 

I. Quel est le lieu des points de l'espace desquels abaissant des 
perpendiculaires sur les plans des faces d'un tëlraedre n^gulier , 
le tétraèdre non régulier inscrit dont les sommets sont ani pieds 
de ces perpendiculaires à un volume constant et donné ? 

II. Dans tout polygone plan ou gauche et dans tout polyèdre , 
si l'on désigne par s la somme des qnarrés des droites (jui joignent 
deux à deux les milieu:^ tant des côtés pu arêtes que des diago- 
nales , par S la somme des quarrés tant de ces côtés ou arêtes 
que des diagon«ales , et enfin par n le . nombre des sommets , on 

aura 4^= . o • 

la 

III. Les perpendiculaires communes aux arêtes opposées d'ua 
tétraèdre passent toutes trois par un même point. 

Théorème de Statique. 

Si des forces agissant sur un même point P de l'espace sont 
représentées en intensité et en direction par des droites PA , PB 
PC , PD y ,..M • issues de ce point ^ i .® le centre O des mcjennes 
distances des points A» B» C, D ,.....• sera un point de la di- 
rection de la résultante de ces forces ; 2.^ cette résultante sera 
représentée en intensité par autant de fois la longueur PO qu'il 
y aura de forces dans le système. 
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TRIGONOMÉTRfE. 

Recherches de Irigwiomélrie sphériquef 

Par M. SoRLiN , professeur des sciences' physiques au 
collège royal de Toumon ^ membre de plusieurs sociétés 
«avaotes et littéraires. * 

{Extrait ; par M. Gergonnh. ) . 



jLje mémoire , fort étendu y que nous ^ons ptôpôsôiis ici de faire 
connaître pai^ extrait y a été présente , eu 1^19 , à Tacadëmie royale 
des sciepces de Paris , qui , dans sa séance du 2a février même 
année, sur la pfof>05hioh de ftfM. Legendre et Délambre, com- 
missaires , Ta déclaré digne d'être inséré dans la collection des 
Savans étrangers. C'est , comme on va le Toir, nn recueil de for- 
mules de trigonométrie sphérique y dérivées les unes des autres de 
la manière la plus simple et la plus symétrique. * 

■■-♦-■. - . 

. - ■ ' t ... « ; . • 

Formulés pHlimiiiaires. - 



^ ' 



' En représentant par u ^9 deux arcs ou angles quelconques , on 
a I comme l'on sait, les quatre formules 

Tom, XV t tu' IX, t,** mars i8a5, 3; 



f^4 FORMULES 

■ Cos.(ii+^)===Cos.iiCoSir^---Sm.i/Sîfi;r , (i) 

Cos.(2/--r-f^)p:K^os.iHI!os.F+Sin.z/Sin.f' , (2) 

Sin.(«4-0=Si^*^Cos.f'+Cos.i/Sm.f' , (3) 

&n.(«— »')=Sm.iiCoâ.f*— Cos.aSîn.f . (*) • (4) 

Si l'on «appose çssu y ces fonnnles donneront . 



* . •' 



Co5.2tt=Cos.'i/— -Sin.*ic=:i— 2Sin.*«ft=:aCos.*»— I , (5) . 



•*2/-J-Sin.*ii , (6) 

Sin.2i/:=2Ski.zKZos.zi • (7) 

Si Ton prend tour-à-tonr la somme et la dlfp^rence des équations 
(,1) et (2) , aiqsi que la somme et la difTërence des équations (3) 
et (4) , en ppsant , pour abréger , u^t^ssx y u^-^ssy , on trouYera 

Cos. J+ÇOS jr= 2Ç0S. i (^4.;r)CoS. ^ (JT— jr) , (8) 

, Ç:os.^--Cos.ar=aÇin,i(*+^)Sin.|(*--;)r) , (9) . ! 

; * * • ■ 

■ . i ■ . * . ... ... 

Sin^4-Sin.jr=:2Sin,-^(jr+^)Cos.f(j:--^) ,. (lo) 

Sin jr— Sin.jr S52C0S. j (^+/)Sin, ^ (S"-^) • ( 1 1 ) 

d'où f en changeant y en j 



(*} Vojes t poar la dëmonstratian la plos simple et la plut gënënJe d# 
ces théorèmes , la page 323 du XI.* Tolame Ua présent recueiL 
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«in/+Cos.*s=+2Cos.i{|tir+(jr-^)}Cos.i{i«T— (*+y)) , (12) 



Sin.jr-Cos.*=-aSin.i{it»+(*-:r)}S»°T(T«^(*+r)} . («3) 



6în.ar+Co9.y==+2Sm.7{^«r4-(jr— ^)}Cos.^{7t5F— (j:+7)} , (i^) 



Sin^— Co8-y=:— 2Cos.^{f t;r+-(ar-^)}Sm.|{it0--(jr+j)} • (i5) 

Si y dans chacune de ces huit dernières formules , on change 
tour-à-tour y en y+z et en y — z , en faisant , pour abréger , 

ar+J+i:=2/ , ' (i6) 

il en r(fsultera seize autres , desquelles rejetant les quatre qui n'offrent 
aucune symétrie , il restera les douze suivantes : 

Sin.jr+Siii.jCo6.z+Cos./Sin.z=5-{«Sin,/Cos.(/—- âr) , ('?) * 

s 

Cos. jr+Cos.jCos.x— ^in.j^Sin.z = + Cos./Cos.(/— -jr) , (18). 

Sin.dT — ^Sin.jrCos.z — Cos./Sin*z=-^os./Sin,(/-^jr) g (19) 



Cos.x— Cos.j<Ios.z+Sîn.jSin.z=+Sin./Sîn.(/— or) , (20) 

Cos.:r+Cos./Cos.z+Sin,)rSin.z=+Cos.(/— y)Cos.(/— z) , (21) 

Cos.x — Cos.jCos,z — Sin,/Sin,z=— Sîn, (/~y)Sin. (/— jp) * (22) 

:os.jCos.j^-Sin^Sin.z=4.aCos.( J «— l)Sin.{ j w— (<—«)} , (a3) 



Sin.jr«-Co8./Cos.z-f Sin.|^Sin.z=— 2Sin.( J v— <;Co8.{ i «~(f— jr) } ; (a5) 

Cos.a>-Sîn.^Co8.r-»Cot./Sin«r=— 2SiD.(iv---f)Sin.{ifr~(f--jr)^ , (a6) 



Sin^+Cos./Cos r^. Sio./Sin.^=s+aCos.{^ w— (<-y)}Co8.{ Jifw- (/— z)} , (27) 
Sin^— C<M.rCos^-*Sin.ySih.z=s--;iSin. {5 w(«-y) } Sin.{ J «— (l— x}} . (a8) 
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En combinant entre elles les douze dernières formules , soit 
par voie de multiplication , soit par voie de division , on en ob- 
tiendrait une multitude d'autres , plus, ou moins utiles y et auxquelles ^ 
comme' à celles-là , le calcul par log^ithmes serait facilemeni 
applicable. Parmi ces formules ^ nous ne signalerons . que les huit 
suivantes , sur lesquelles nous aurons besoin de nous appiujrer plus 
loin. L'inspection de leurs seconds membres indique asses comment 
elles ont été déduites des douze qui précèdent , en ayant égard à 
la formule (6), 

x-Xk>f.*x-Co8.>/.Co8.*z4-aCot«C^s.^p8.£c44SÎDjSin.(f.«)SiD.9-^^ 
i-Ckw.>«-Cos.^-Co8.*r-aCc>s.sCo8.7^CQf.x=-4C^*'Co8.(l-ap}Cos.(l->ôCM^ 



^ I— Sîii.*jr<— SiD.*y-*SiD.'r4-aSiD.xSm.^Sin.r 
:+4Co».( S .-^)SiH.{ J ,-(f-*)}Sin.{i ^(,-y)}8 



iii.r ) 

A (33) 



I— Siil.*«~-Sin.y«<-Siii.*r— xSio.«Sio^Sin^ 
^.4Sin.(i w—t)Cot.{ i •—(<—») }Co8.{ i »— (l-y) } Cos.{ J w— (»— *) } 



.H 



i+Sin.«jc— Sîn.^— Sîn.>r+2Sin.«Co«.jrC<».* 

aBç+4Cos.Gw— OS>n.{î»— «— «)}Cos.{3 »— (<— y}}Co8.{i •— (#— x)}, 

• • '. -, 

i+Sin.»*— Sm.*r— Sîn 'r— aSiit«A;Cos.rCos.jr ) 

\ 06) 

»f 4Sin (i •— <)Co».{i.— (/— *)}SiD.{-J w-(f-^)}Sin.{i ,—(1—*)}. > 

• • • • . • : . ■ ; . ; i. 

Ces formules soAt susceptibles de simplifications plus on moins 
notables , lorsque là somme des trois arcs où angles x y y^ z est 
de Tune de ces trois foi'mes jnm, n^of , 2nm. 
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§. II. 

Résolution des triangles sphiri(fues. 

1 ■ - 

Soient s j y ^ z les trois côtés d'an triangle recttUgne , et JT, 
Y y Z les angles respectivement opposés. En exprimant que chaque 
côté est égal à la somme des projections des deux autres sur sa 
direction y on aura les trois équations 

s=yCQs.Z+zCos.Y , 
jr=zCos-ï+jrCos.2r , \ (3^) 
x===jpGès,Jr+jrCos.-X' , 

Prenant la somme des produits respectifs de ces trois équations 
par -«n;r , .+/ 9 +«^ % transposant et réduisant , on aura . 

2yzCos.J!:==/+z*--^* . (38J 

JSoient présentement a^ h ^ c leB trots câtés d'un triangle sphé- 
rique , et ^ , if , 6^ les angles respectivement opposés. Par lé 
sommet A soient menées aui côtés ^'et ir des tangentes rencon- 
trant en ^ et H les prolongemens dés rayons menés dn centre O 
de la sphère aux sommets B et C. Les deux triangles rectilignes 
GOH et GAH donneront (38) 

d'où , en retranchant et simplifiant , 

OG,OHCotM-^AG.AHCos.A= 
en encore 






.• j 
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c*esl-à-dire , 

OU enfin, en multipliant par Cos.^Cos.^ , 

• m 

Sin.^Sin.^Cos.^=Cos.tf— -Cos.^Cos«r • (i) 

Par un point pris arbitrairement dans. Tinti^rienr de l'angle 
trièdre forme par les plans des trois côtes du triangle, et dont le 
sommet est cons^quemmeut au centre de la sphère y abaissons des^ 
perpendiculaires sur les trois faces de cet angle trièdre , et consî- 
d(5rons ces per{)endiculairès comme les trois arêtes d'un nouvel anglt 
trièdre. U'est aise de voir que les arêtes du premier seront perr 
pendiculaires aux plans de faces de celui-ci , d'où il suit que les 
angles dièdres de chacun seront les ' supplëmens des angles plans 
correspondans de l'autre et réciproquement; et voilà pourquoi on 
dit que ces ^deux angles trièdres sont svpplcmeniaires ^ réciproques 
ou conjugués Tun de F autre. 

Si donc du sommet du second comme centre on conçoit une 
sphère , les côtés du triangle ^hérique intercc2>té seront tsr— ^ ^ 
-B , 9—^ y et les angles respectivement opjposés 
; on doit donc avoir (/) 



Sio.(tar--ff)Sin.(«-C)Cos.(i»-tf) =:Co$.(i»--^-Cas.(tir-5)Cos.(«r-<7) 
c'est-i-dire , 

Siii.^Sin.^Cos.0s=Cos^+Cos^Cos.^ .. (7) 

Les formules (/) et (7) ea donnent chacune deox antres aa'ow 



■y. 
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en d^uit en changeant coutinuel^ment a et ^ en ^ et J? , ^ et 3 en c 
et £*» c et C ep il et ^ , comniesi Ton tournait sur la circonférence 
d'un cercle , où seraient ëcrites de suite les lettres ii ^ ^^ 1: ou 
les lettres A^ B. C. 
Au moyen de cette remarque, la formule (i) donne 



Sin»rSin.âCos.i7=:Co&i^ — Cos.^o6.^ \ 

\ (39) 
ISinuiSin. jÇo6.C=3Co6x^— Cos.tfCo8^ } 

il^où , en ajoutant et retranchant , tour-à«tour , et décoitiposant^ . 

Sin.4(Siiv^os.£H^£m.3Cos.€)==(i^^9â.«)(GQ^^|hMù»s(.r) ». 

Sîiiu7(Sin.^osj9— *Siai£Cos.^)c=(i -hCosul)(Cos.^rr Gos^) î 

multipliant ces deux dernières ëquatiops- meml>re à membre, e^ 
simplifiant , on aura 



V.. 



' Stn.*£Go8.'J7-'^in/3Cos.'iCs^Gos.'3-^os.'£=Siii.V— Sin.'^ , 



.M;. '» • . », 



ou y en transposant , 

Sin?*(i— ^^•*0=Sîû**i(i— C<»^*^ i 



, 



ou enfin 



Sin."*$m/r=%in.V^în.*5^ • 



En eltrayant les i^cînes des dent lÉéibl^es 'Jef' 'èettè' tÉëi^rà 
équation , on lèvera l'ambiguïté qui naît des doubles signes en 
remarquant que , dans le cas particulier ' où b^ï.^ on doit avoir 
aussi B:=zC. On trouvera ainsi 



• • . ■ « 



' Sm:*Sîn;i7=Sîn./rSîhJ7 î ^' 



dV>à» , païf là pen^utation cdet lettres p 






a»o FORMULES 

Sin.^ Sin B Sin>(? 

Sin.4 Sin.^ Sin,c 



(«) 



. > 



On peut tirer la même chose de la formule (/)• Elle donne / 
en eflet, 



Sin£Sin.ACos.i = Cos;5+Cos 




Sin.JSm.BCQSu:r=:<:os.C+Co3 



d'où y en ajoutant ei retranchant successiyement ; 

Siny^(Sîa.C^«* J+Sin.J?eos.r)=s ( i +Cos.^(Cos.2?+Cos.C) , 
Sm.^(Sin.6'(:k)S^-^in.-ffCôs.r)«(i— €os.-iO(C^ ; 

ce qui donne, en ° "multipliant membre à membre et simplifiant. 



• « 



ou bien , en transposant , 

Sin.'^(i— Co».V)î=Sin.*e7(i— Co$/3) j 
ou encore 

• — . -.1 

ce qui donne ^par L'extractipii des racines et U permutation des leClrei, 

r 

Sî|i.a Sm3 Siû.c .^^ 

SÏZa ~ Sia.fi ~ Sio.C * ^^ 

double ëgalité qui revient à celle que nous arons trony^ plus 
haut. 
En éliminant Cos. 3 entre les deux équations (39) » mettant porâ 
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Sîn fi 

Sin.3, dans Téquatioa résultante, sa valeur Sin.c. ~—, réduisant , 

* Sin.C ' 

divisant par Sin.a et chassant le dénboiinateur , il vient 

Sin«rSîn*i?Go^.^:=:Sin,i7Gos.rSin. C — Cos.^ Sin.rGos»^Sin,C } 
d'où, en divisant par Sin.rSin.6* et transposant^ 

Gos.tfGos^=Sin,tfCoté: — Sin.i^Cot.^ • (i/V) 

En éliminant Cos.^ entre les deux équations (4o) , mettant pour^ 

Sin.B , dans Téquation résultante , sa valeur Sin.C* •'— , rédui- 

^ Sin.c 

fant, divisant par Sin.^^ et chassant le dénominateur , il vient 
Sin.£*Sin.^Cos.^:=:Sin.^Cos.CSin.r-|-Cos.^Sin.6*Cos3Sin.r; 
d'où , en divisant par Sin.6*Sin./: et transposant , 

Cos.^Cos.3=Sin.^Cot«r — Sin.^Cot^ .^ (///) 

n est aisé de voir que les formules (///) et (///) n'expriment 
qu'une seule et même propriété du triangle , sphérique. Chacune 
d'elles , par la permutation des lettres , est d'ailleurs susceptible 
de trois formes différentes. 

Les formules (/ y I) , (Ji , //) , (/// , ///) ne laissent rien à désirer 
pour la résolution analitiquè des triangles sphériques ; mais les 
formules (iV , // ) sont les seules qui se prêtent commodément au 
calcul par logarithmes ; cherchons-en donc d'autres qui jouissent du 
même avautage , pour suppléer à celles qui en sont privées* 

Posons» 

A+B+C^nS . {IF) 

Les formules (5) i (i 9I) donnent 

Tom. Xr. 38 



i8a FORMULES 



iin.i.^= Ï/E^ ^J/^ 









Cos 1^— TF/>+Cos.^ Tl^ t^ Co<.o4-^in.^Sin g— Coa.^Coifc.c 



aSiu^^îu^ 



Cos ±/^ ir/ i-fCo^'g yX Cos-^-fSin.BSin,C>f Cos^CeïIC 

d'où, en rertu des formules (i8) , (20) , (ai) , (2:2) ^ 



* ■ -^ banJbovcLX 






<^i<'=^^^^^^ • c^) 



En posant ^ pour abroger , 



« • 



JP*=^Co»,5Cos.(5— ^^Cos.(5-5)Cos.(5-pC), {Fil) 

on tire encore de là, au moyeu de la formule ^j).^ ! 



\ : 



Tni<iON0MÉTRIQCE& ^ 



«°-^=ssk:;' '■""> «■■»-= sdl;^- «'^^^ 



Par les formules (fi V) , («' > Fi) > on a 
• sin.LS^ jr/SM..(.--o^in.o^ Cos. i^= ï/!lp!lp^î 

* ^ Sio.coin.a * ^ DiD.cSio.a 



(40 



» ^ Sin.^Sin.B » ^"' « ^ Sin.^Sin.B ' 

1 , ■ ' ■ 

De CCS' dernières on conclut , à Taide des formules (i , 2 ^ 3 » 4 > ?) 
n-T(-"Z:^)= £: ' M/^ „. .«.: ^= g. . ,, — ; Cos,iyf , 



>s 



" ^ "~ • 5în.(i Jr Siu.ASin.c aSin.f aCos. ;« * • * 






dédoublant et décomposant les seconds membres , à Taide des for- 
mules (8), (9), (10), (11)9 ^" trouvera également, soit par les 
deux première» » s^ît par les deux dernières équations , 



a84 SURFACES 



ro8.f(H4-C) Co8.K*-l-c) 



Siu.-;^ Cos.^a 



(fx , IX) 



Sin.i(B— C) Sin. !(*—<;) 



(x,jr) 



Sin. i (B-4-C) Co8.4(t-c) Sin. \ (>4<) _ Co«. 7 (B-O .«.. 

Coi.i.« ^ Cos. fa * ^^^^ Sin.i« ~" Sin.J^. * ^ ' 

on reconnaît là les quatre formules trourëes par MM. Gaass et 
Delainbre, chacua de leur côté (*). 

De ces formules , on conclut, par division y 



r-, . /f . V Cos. i(B—C) ^ , 

Tang.l(*+.)=^j^-^Tangf., 

_ , ,, V Sin.' (B—C) _ 

^ * ^ ' Sin.-i (B+C) ^ ^ 



(*«> 



(JC//), 



Ce sont les analogies de N^per , qui complètent la s^rie des for-- 
mules usuelles nécessaires pour la résolution arithmétique des triangles. 



(*) Voyez 9 8ur ce sujet , Theoria moiûs eorporum eœUstium , 9te» « de 
Gadjss, page 5i , la Connaissance des temps pour 18089 ou eelle de iSia t 
page 349 t oa la grande Astronomie de D£LAifiui£ , tome I « page tSj » o« 
VAbrigi I page 1 10 9 oa encore la page 35i 4a IIL^ talame do présent recaeiL 
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§ "I. 

Recherche des sommes ou différences d'angles ou de côiès. 

La combinaison des formules (4i) avec les formules (/) et (fî) 
donne 

Cos. \ BCos. iC Sîn.j Sin. | BSîn. 4 C Sin.(5— a) 



Sin. 7^ SiD.« ' SId.;^ Sixk4i. ' 



c^est-à-dire , 



Sîn.oCos.f fiCos.f C . ,. 



1 

La combinaison des formules (42) arec les formules {V) et 
(f7) donne ensuite 

Sin.iiSin.îi: ^ Cos.5 Cos- 4 *Co8. i 1? Cos.(5— /^ 

Cos. 4 a SÎdÛ2 * Cos. 4 a "^ Siu.>i * 



c'est-à-dire , 



Cos 5=- Sin.^S.n.l>Sin.l. ^^^^ 

Co».7a • ^ -* 



Mais les formules (wV , F///) donnent (7) 

Sin.«Cos. i 5Cos,l C=. ^T^^j^ , W 

JoTTï. ^r. 38 *w. 



^36 FORMULES 






' 9S1D. ;0Slli.f C ^ ' 

Introduisant ces valeurs dans les numérateurs des quatre dernièrn 
formules, elles deviendront 



Sin.sss — — — — ~ (jTf//) 

P 

Cos.(5— ^)= ^ , . / ,^^. : (XVIII) 

Les formules (w/) et (^7//), divisées Tune par l'autre, donnent (/V) 



Sin.^ 



_ p Sin B Sin.C ^ p Sîn.M 



Siii.a P Sin.6 Siii.c P Sin.^a 

c'est-à-dire , 



^ Siu,0 



• 



(xix , xixy 



en introduisant tour-à-tour les valeurs de Sin.^ et Sln-^ , tirées 
de cette dernière formule , dans les formules {xiii) ^ (-^^^) y ("^'Oi 
{XI F) , et ayant égajrd à la formule (7) , on trouvera 



\ 
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Z> 2 S * r 



ad; 



(^jt) 






(XX) 



Sin.(*-ir)=: ^ Cos.i^Sin.i5Siii.iC , 



(xxi) 



Cos.(S-J)= ~ Sin.icCos.l3Cos.^* . 



(XXI) 



SI Ton multiplie respectivement ces quatre valeurs par les quatre 
qui les précèdent immédiatement, on aura encore 



5in//=;?Cot.I^^Cot.i-5Cot.|d7 , 



(xxii) 



Cos-'5=PTang.iûTang.J.^Tang.^é: , . (XXII) 
Siu.'(/— ^)==;^Cot.j.^ang.-^5Tang.-^^ , (xxîîî) 



Cos.\S-^A) = PTang. { ^iCot. ^ ^Cot. { c 
Les formules (//, //) reviennent (7) à 



(xxiir) 



Sîn.flCos.fB Sin.iCos.|-r4 Sin.oCos.iC Sîn.eCos.l^ 



61D.7 A 



Sin.f* • 



Siii.7^ 



Sin. i C ^ 



Sin-/^Siu.j^ Sin.BSin.7a Sin.yfSîn.j.c Sin.CSin.f 

Cos.^ a Cos. i b ' Cgs.ia Cos.îc 



au moyen desquelles les formules {xiii) , {XIII) , («V) , {XIV) 
prcuneut cette nouvelle forme 



28S 



FORMULES 



Sin3Cos.iCCo8.i^ Sîn.cCos. i ^Cos. i B , .. 

Sin,ssz \ = ^r—^ , (^xic) 

Sîn.BSîn.lcSm.Î0 Sin.CSita.fflSin.^ft /TYTir\ 

_Cos,5= ^-^^ = g^^^T^ , (XXIV) 

Sm,(^-^)= ;,::f^.^^ = ;::::-T7 » (^^0 



Cos. i fi 



,Cos. 4 c 



^ >^ ^ Sîn,BCos,4cSîii.4tf Sin.CSin,fûCos.4* /wrr\ 

C0S.(5— -rf)= ^7— n = TTTT'^ • {JULV) 



Siii.|6 



,Sin.4c 



En vertu des formules (39J et (3o) , les valeurs {yii) et {VII) 
peuvent être écrites ainsi 

/^* = ^ ( i — -Cos/tf — Cos**^— Cos. V4-^Cos^Cos.^Cos.r) , {xx9Ï) 

P*=i(i_Cos/^— Cos/5— Cos/C-2Cos.^Cos./?Cos.O . {XXVI) 

En transformant les cosinus d*angles en cosinus de moitiés , dans 
la première et en sinus de moiliés daus la seconde , à Taide des 
formules (3) , on trouvera 

pa=4Cos.4 flCos.» \ »Cos.» 4 c— (i— Cos.» f a— Co8.« 4 *— Cos.» 4 ey » (x«wV) 



P»=4Siii.4.^Sin.«ÎBSin.4C— C»— Sin.« 4.^— Siii,*4B— Sin.^C)» ; (XXni} 



ou encore 



p»=^Co8.« 4 aSin.» 4 3SIm 4 «— (i^-Cos.» 4 a— Co«.« 4 *-^os.« 40S («»«/) 

P»=4Sin.*4 ^Cos.« 4 BC0S.4C— (i+Sin.«4-r<— Siii.«4B— Sin,» 4 C)« • CXXrUt) 

Cela posé , on a , par les formules Çxyii) et (XVII) , 



) . 
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GOS.J=V/ l-Sm.V=5 c- . j<- . PC — TTÎ » 



Sin.5- / .-C0S..5 ^Cos.',aCos:{bÙos.ic » 

à l'aide des formules (xxvii) et {XXFII) , ces dernières deviendront 

^ 2Si11.MSin.iB6in.iC 4Sm.f^Sin.iBSin.4C*^ -^ 

Sin#o=:— ^ — " = -7^ • (JlJlIA) 

2C0S. fâCos. r^Cos.iC i.\aOS,\aCos.ibCos.\c 

On aussi , par les formules {xçiii) et {XVIII) , 



r-^o / \ / ST : r v/4Sin.> | y^Cos.» 4 BCos.» ^ C— P» 



c* /c >^\ / 7^ 7. T 1/ 4^os.»4a2>in.* T^Sin.* 7C— D* 

à l'aide des formules {xxmi) et (XXFIIf) , ces dernières deviendront 

i4^in.>i/f— Sîn.«4B— Sin.«fC i-Cos./^4Co8.B4.Cos.C , 

Cos.(.y-^tf J= ■ =s , (xxxi 

^ ^ aSin.i^Cos.iBCos.JC 4Sin.i^Cos.iBCos.4C'^ ' 

i+Cos.» j«— C08.»|*— C08.»Jc__I+Co8.«— Cos.i— »C08.C ^-,y^ 

La^ comparaison des formules {xçii) , {XVII) , (jrwï) , {XXIII) 
aux formules (jrar/jr) , (XXIX) , (orjrj;) , (-XXY) , donne encore 

Tanff,j==— • — - — -: — - — -— - — - , (xxxi) 

° x—Co8w4— Co8.fi— Ces.C ' ^ ^ 

Tom. JCF. 39 



39* 



FORMULES 



Cot.5: 



V 



t-(-Gos4<4-Cos^-fCo8.0 i 



Tang.(.j— «)a= 



aP • 



i>>Go>^<t4:Mj34*Co*'C 



? » 



Cot.(.f— ^ =: 



^ 



(xxxiy 



(sxxii) 



{XXXII) 



m 

En formant ks expressions analogues , relatÎTes à x— ^ , s—c i 
5— -ff , âS— C , on en conclura 

^ . ^ .> . r^» . AN I r w > 3+Co8.^+Cos.B+Co«.C _ Cos.»^ ^4-Cos ' i B+Co».« f C . 

Cot(i--a)+Cot,(f— ^)«f'Cot>(<*^)= p .. = ■ ■ ■ ■. , (CMB 

Tapg^<>— ;^)>fTang.(5-*B)4'TaDg.(5*^c= ■ = * S— • (aXXJ 

^ P 

Par les formules (5) et par la formule (xxîx)^ on a 



comparant ces formules aux formules (34) et (35) , on pourra leur 
donner cette forme 

c:„ Le— IÊX Sîp.^(ii.-^)Co».Hf "-(■y-^ } Co»-î{4 "— (■y-B) }Co8 i(ii*->tf— C)} f,.. 

°* • /^ '■ si^lii^iBsïSrrc — * ^* 



Cos. 4 



^y 



Cos. \ {\ w-^)Sin.H \ .^(5-^) }Cos.Hf >-(.y-B) }Co8.f{ j ■— (^'^Q } . 

Sîa.f^Sin;ffiSin.fC f 



{sXi 



d'où encorft 
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Par les mêmes formules (5) , et par la formule {XXIX) , on a 






— Co8.>x fl— Cos.» f^— Cos.» 4 c4-aCofl«4 a Cos.^^Cos. J e 

■ 9 



.1(1 ^-5) =. X/î^=jf/Il^±ÏI 



[ —Cos.» X a— Cos.» f ^— Co«.» i^— aCos. ^oCos. 4^Co8.4 e , 



4Co3. > aCos. ^ ^Cos. f c 



comparant ces formules aux formules (29J et (3o) , on pourra leur 
donner cette forme 

*^» /^ Co8.iflCos.iACo8.ic ' ^ ^ 

J^C^^ J ^1 ^-^C) - yyCo» isCos,i(is^a)Cos.{(s^b)Cos.iis^s) (XXXIF\ 
T^ t\» ^^ ^ C08.;aC08.i*C08.ic .V^^^^^r ^ 

d'où encore 

-Tang.|(^isr-5)= y/ Tang.JiTang.f (j-fl)Tang.iu^)Taiig.i(^-c). (♦) (XXXFJ) 
Par les formules (5) et par la formule (a;xjp) , on trouve 



•i. 



(*) Si l'on désigne p&r T Paire da triangle , on aura , comme l'on sait » 
T=^+B+C— w=a5— w , d'où il^=>-(jir-n5) , 
et par conaëquent 

Sin. 4 T=3--<:os^ » Co8. | T=Sin^ ^ Tang. ^ Tss^^oUS » 

« 

•n aura en outre îT=>— f (}•*— ^.^ d'où 



• ■ 



Sin-iTo-Sin-Kl »-5) , Cos.iT=6<w.{(|«-^), T«iig.iT=9«Taas.Kr»-^ . 



aga 



FORMULES 



cj^ xj^ ^N_j_ YX '— C»»'(|*-"<') — irX_ i+Sin.'{^-Sin.»^B-Sin.'i-Ci5in.^^Siu fBSio.iC 



4Sin.MCos.|fiCos.^C' 



K.OS,-{S—a)— ^ ^ —----——. ; 

comparant ces formules aux formules (35) et (36) i oa pourra leur 
doaner cette forme 

» 

5m. i[s-a)~y _____|__- E 1 L, (x««0 

I 

"> xV ) f/- 6iD.;WCo».iBCos.|C * ^ ' 

t 

d'où encore 

# 

Par les mêmes formules (5) et par la formule (-XXX) , on trouve 



Sm.-[.t^-.(^-^)j_^ ^ ^^y _______ , 



n » f 1 /C ^1— T/'+Sîn.C^— ^î _ TT yi+Cos.=»;û-Cos.>4*.-Co8.>ïr+aCos.iaCos^Co*.îf . 
G0S.T[7t;r-(->-^))-^ j^ y^ 4Co8.i.>5in.itôin.ic • 

■ 

comparant ces formules aux formules (3i) et (3a) , ou pourra leur 
donner cette forme 



de sorte flue les formules (Xifl) , ÇXVU) , (XX) , [XXIV) , (XXIX) , 
(XXXZ) , (XXXfF) , (XXXF) , (XXX^I) offrent autant de moyens d'obtenir 
Paire d'un triangle sphëriqiie en fonction de trois de ses parties. On 
reconnaîtra en particulier la- dernière pour celle de M* Lhuîlier , dpund^, 
pjir M. Legendre i dans ses Elimens de Giométpie. 
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Sin.^{|tir-(5-^) ==1^^?^'' ■°*-^t7>^'°.g*-^)^"'-^<^,r> , (XXXVIIl) 



P^ Cos.-^aSiiitf&Siii.;c 



['où encore 



§. IV. 

Reclierches diverses. 

Soit ^ Tare de grand cercle mené du sommet A au milieu ^"^ 
du côté a ; il dirisera notre triangle en deux autres , pour lesquels 
•n aura (/) ^ 

Sin, ~ tf Sin.^/Cos.-^^''C*=Cos.i— Cos. ^aOtO^^d , 
Siu«Y^Sin.^03.y/^^^=:Cos.]f—- Cos^Y^Cos.^ ; 
tn prenant la somme de ces deux équations et observant que 

Coi.Jj^C-{'CoB.AJ'B=:o , 

■ « ■ » 

il Tiendra , en transposant , 

* m 

.. .2Cos.7.tfCos.^=Go5.i4-Co$.^=2(x)S.f (*+r)Go5/|(i— ^) j 



f t y par suite y 



.. i '. 



^4 FORMULES 

C«'^= c^Tï; • (> <*^ 

L'arc </ étant détermine par celte formule , on trourera ensuitt 



Sin,d 



P 



^ ' ^ Cos.-: flSin^Sin J ' ^ ' '^ Cos. i aSin^f Sin^ ^ ^ 

Soit Z? Tangle que fait avec le coté a l'arc de grand cercle a^ 
qui divise l'angle A en deux parties égales ; il divisera notre 
triangle en deux autres dans lesquels on aura (7) 

Sin. i ASiii.DCosM' = Cos.5+Cos. i ^Cos./) , 

Sin.\JSlnDCos.af=Cos.C—Cos.^j4Cos.I) ; 

en prenant la différence de ce$ deux équations , il viendra ^ em 
transposant , 

2Cos.^ACos.DssCM,C^Cos.B==:2Siu.j[B+C)Sm.^{B'--C)^ 

et p par suite , 

L'angle 2) étant déterminé , par cotte formule , on trourera 
ensuite (lï,//) et (r///) 



■ > n^ 



O Ctte formule a été donnée par M. Qaerret , dans h Çonnaisfonte 
dtt Umps pour iSas y page 335, 
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SinJ7jff= ^ , SinJ)C= ^ . (XLII) 

Soient le pôle et R le rayon sphérique du cercle circonscrit 
à notre triangle» On sait que , si de ce point on abaisse des 
arcs perpendiculaires sur les directions de ses trois cotés ^ ils 
tomberont sur leurs milieux ; de sorte qu'en désignant par A^,B^, 
O les pieds de ces arcs perpendiculaires , on aura 

et , de plus , 

OJ=OB=OC:sR , 

Cela posé, on aura 

AngOAB+Ang.OJCsiA , 

Ang.OBC-^Anf^.OBJssB , 
Ang.OC^+Ang OCB=C ; 

Retranchant la première de la somme des deux autres , il Tiendra 
ADg.OBC+Aug.OCB+ADg.OB^i^ADg.O^B+ADg.OC^— Aig.O^CbsB-fC-^ 

mats , dans les triangles isocèles j40B , BOC , COA , obl a 
kxi%.OBC^k[ï%.OCB y Ang.OCJssAng.OJC, Ang.OJBssAng.OBJ 

« 

réduisant «donc ^ à Taide de ces relations , il viendra 






âge FORMULES 

à'ok 

. Ang,0BCvikng.0CB=S^j4 ; 

or , dans le iriangie sphtfrique rectangle OA'B , on a 

Tang.05Cos.05C±:Tang.5^/ , 
c'esl- à-dire , 

Tang.5C<».(5--^=Tang.A<jr ; 

donc 

Cot.J?=Cot.iaCos.(5— >^ ; {xliii) 

c'est-à-dire {XIV) , 

CotJÏ= î (ar//f^) 

OU encore (^/W) 9 

Cot./Z= . / .;q' . • (^'^) 

voilà donc le rayon sphérique du cercle circonscrit exprimé par 
une fonction des trois côtés à laquelle le calcul par logarithmes 
est facilement aj^plicable. 

Si Ton veut avoir le même rayon en fonction des trois angles , 
il ne s'agira que de mettre pour le dénominateur sa valeur donnée 
par la formule {XX) y il viendra ainsi 

• • ■ ■ * P' ■ •■ • ■ ■ * 



Co<^ * 



I 
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Soient présentement le pôle et r le rayon sphëriqne du cercle 
inscrit , on sait que si de ce point on conduit des arcs de grands 
cercles aux trois sommets , ces arcs diviseront les angles du triangle 
en deux parties légales. SI en outre on désigne par A'^\ B'' , O^ 
les points de contacts respectifs avec les côtes , on aura 

A'Œ^A^'C^za y B^œ+B^'A=ib , OU^O'B^c ; 

d'où , en retranchant la première (k[uation de la somme des deux 
autres y 

AB"JfAOf'>cBa'^BA'f^CB^f'^CA^iz:zh\c^^ . 
mais on a ici 

AB»*=AO' , BC'f=:BA" , CB"^CA" \ 
rcfduisant donc, à l'aide de ces relations, il viendra 

d'où 

AB'f^s-^a ; 

mais le triangle sphërique rectangle oB^'A donne 

Tang.o5^/=sSin.^5/a'ang.e?^JÎ// j 
c'est-à-dire, 

Tang.r=:Tang.7^Sin.fj-tf) ; {XLIII) 

ou bien (^/V) 

ou encore (^VIIT) 

Tom. XF. i\y 
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• 

Voilà donc le rayon spliérique* du cercle inscrit exprimé par une 
fonction des trois angles à laquelle le calcul par logarithmes est 
facilenfient applicable* 

Si Ton veut avoir le même rayon en fonction des trois côtes , 
il ne s'agira que de mettre pour le dénominateur sa valeur donnée 
par la formule (xx) , il viendra ainsi 

Au moyen des formules auxquelles nous venons de parvenir , on 
obtiendrait facilement les rayons sphériques des cercles inscrit et 
circonscrit, en fonction de trois quelconques des six parties du 
triangle. 

Nous ne devons pas quitter ce sujet sans rappeler qu'il a été 
démontré ( tome XIV , page 61 ) qu'en désignant par i la dis- 
tance des pôles ^ on a 

e- 23 Sin.(7l+r)+Sm.(R— r) 3SÎTi.(R+r)— SiD.(fl-r) . _^ 



Si Ton prolonge les côtés du triangle sphérique deux à deux 
au-delà de leur point de concours , jusqu'à ce qu'ils rencontrent 
de nouveau la circonférence dont le troisième côté fait partie , on 
formera trois nouveaux triangles sphériques tels que chacun aura 
un angle égal , comme opposé au sommet y à l'un des angles du 
triangle proposé, compris entre deux côtés qui seront les suppléa 
mens des deux côtés correspondans de celui-là. En supposant donc 
qu'onXait circonscrit des cercles aux trois triangles ainsi formés ^ 
et qu'on désigne par R^ , JR^^ , R^^^ les rayons sphériques de ces 
cercles , on aura (xliii) et (jrlçî) 
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Cot.R^=*Cot.^aCos^ , Cot.R''=:Tang.JflCos.(S-C), Cota'''ï:rang.fflCot.(5-B)-; 

multipliant ces équations entre elles et par Téquation (xUii) en 
ayant égard à la formule {Vil) j il viendra 

Coi.RCoi.R^CoiJi^Col R^f'^P' . (XLFJI) 

Si Ton prolonge les côtés du triangle sphérique deux à deux 
jusqu'à ce qu'ils se rencontrent de nouveau, on formera trois nouveaux 
triangles sphériques tels que chacun aura un côté commun avec 
le triangle proposé , compris entre deux angles qui seront les sup- 
plémens de leurs correspondans dans le même triangle (*)• En 
supposant donc qu'on ait inscrit des cercles aux trois triangles 
ainsi formés , et qu'on désigne par /^ , /^^ , r^^^ les rayons sphé- 
riques de ces cercles , on aura (XLIII) et {XLFf) 

Tâng.r'=Tang. J^Sînj , Tang.r'^=:Cot|^SiD.(t— c), Tattg.r^'3:Cot4-^Sin.(j— S) | 

multipliant ces équations entre elles et par l'équation (XLIII) , en 
ayant égard à la formule (^/V), il viendra 

Tang-rTangVrangr^O'angr^/^ss/?* . (x/w) 

Cherchons quel est , sur la ^hèrt y le liea des sommeu A des 
triangles sphériques qui ont tous la base commune a et dans les- • 
quels en outre la somme des angles est constante. Dans cette hy-« 
pothèse on doit avoir Cos^=Constante ; c'est-à-dire (XIII) , 



O Ces trois derniers sont ee que Viète appelle les Ânapliroses da triangle 
proposé ; ils sont respectivement opposés , sur la sphère , aox ti^is dont 
il a été question ci-dessus. 



3od FORMULES 

7; — , == Constante : 

Cos. 7 a 

OU y plus simplement , 

Sin.^Sin.Y^Sin.^rsConstante ; 
d'où encore 

Sîn.^Sin. j Min. | e 



^•^v» 



■ ■ 

Sin. ^ a 



=s Constante • 



Or , cette dernière expression est ëvidemment (ar//V) celle du rayo» 
sphérique du cercle circonscrit au triangle dont un des côt^s serait 
le côte a , et les deux angles adjacens les supplëmens respectifs 
des angles B et C ; donc , si sur une même base a on construit 
une suite de triangles sphëriques dont la somme des angles soit 
constante (*) , et qu'ensuite on construise pour chacun d'eux , le 
triangle secondaire dont il vient d'être question « les cercles cir-^ 
conscrits aux triangles secondaires seront tobs égaux ; ils auront 
donc aussi le même pôle , puisqu'ils (passeront par les deux mêmes 
sommets B ciC ^ c'est-à-dire qu'ils se confondront en un seul auquel tous 
ces triangles seront inscrits, Mais » si l'on considère les triangles 
formes en prolongeant les côtes ^ et r au-delà du sommet A 
des quantités respectives txr— ^ , tar — c , ils seront respectivement 
égaux et opposés à ceux-là , et seront oonséquemment comme eux 
inscrits à un même cercle , dont le pôle sera à l'autre extrémité 
du diamètre de la sphère conduit par le pôle du premier; puiy 
donc que ces nouveaux triangles ont tous leur sommet j4 commua 
avec les triangles construits sur la base commune a de manière 
que la somme de leurs angles soit constante , il s'ensuit que ces 



^*^^™^"^^^— ■■ ^— ^— w^^»^— ^^p^»^^ 



(*) Et qui auront conséqaemmcQt même surface. 
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derniers ont aussi leurs sommets opposes à a sur la circonférence 
de ce même cercle. 

Ainsi , le lieu des sommets de tous les trUngles sphèriques de 
mime base et de même somme d^ angles est la circonférence d'un 
petit cercle de la sphère. C'est le thëorème de Lexeli ( Not^a a et a 
Petropolitana , tom. V , pag, i ) qu'a démontré M.Iiegendre, dans 
la X/ note de ses Èlemens de Géométrie. 

Cherchons enfin quelle est ^ sur la surface de la sphère , la 
courbe enveloppe des bases de tous les triangles sphériques qui 
ont l'angle au sommet commun et même périmètre. Dans cette 
hypothèse , on doit avoir Cos«j= Constante ; c'est-à-dire {xiii) 

Sîn»aCos.vBCos.^C ^ 

— -* assConstante j 



Cos.\A 



on y plus simplement 9 



Sin.âCos. j BCos. i- C s Constante j 
d'où encore 

Sîii.aCos.ifiCos.{C 



Cos.i^ 



=:Constante • 



Or , cette dernière expression est évidemment (XLIV) celle du 
rayon sphérique du cercle inscrit au triangle dont un des angles 
serait Topposé au sommet de l'angle A , et les deux côtés qui 
le comprendraient . les supplémens respectifs des côtés ^ et r ; donc , 
si avec un même angle du sommet A on x:onstruit une suite de 
triangles sphériques de même périmètre, et qu'ensuite, pour chacun 
deux , on construise le trîîingle secondaire dont il vient d'être 
question , les cercles circonscrits aux triangles secondaires seront 
tous égaux ; ils auront donc aussi le même pôle , puisqu'ils tou- 
cheront «tous les deux mêmes arcs de cercles b et r ; c'est-à-dire 
qu'ils se confondront tous en un seul , auquel tous ces triangles 



t 



3o3 rORMULES 

seront circonscrits. Maïs , si l'un considère les triangles fornii^s par 
le côté a et les proirmgemens des deux autres ^ et c au-delà de 
C Qt S , jusqu'à ce qu'ils se rencontrent de nouveau , ils seront 
xespeclivement égaux et opposes à ceux-là , et seront coiis4quem-< 
ment comme eux circonscrits à un même cercle , dont le pôle sera 
à Taulre extrémitt! du diamètre de la sphère conduit par le pôle 
du premier ; puis donc que ces nouveaux triangles ont tons le côté 
a commun avec ceux qui ont l'angle A commun et miîuie péri- 
mètre , il s'ensuit que ces derniers ont aussi leur côté a tangent i 
ce niCme cercle. 

Ainsi , tcnveloppe des Bases de tous les Irîangles sphén'^ues qui 
ont un angle commun et même périmètre est la circonférence d'un 
petit cercle de la sphère. Ce théorème , que celui de Lexetl aurait 
du faire pressentir , n'avait pas encore été démoutrë. 



Si l'on fait attention à la manière dont nous avons numéroté 
nos formules, on reconnaîtra qu'excepté les formules dans lesquelles 
les angles et les côtés qui leur sont respectivement opposés figurent 
de la même manière , toutes les formules de la trigonométrie 
sphérique sont douhles , et peuvent être distribuées en deux séries 
de telle sorte qu'on passera d'une formule de l'une quelconque des 
deux séries à sa correspondante dans l'autre série , en y remplaçant 
simplement les côtés par les suppk'mens des angles et les angles 
par les snppléniens des côtés. Cette correspondance , qui n'a pas 
échappé à M. Sorlin, est une suite évidente de la propriété des 
triangles polaires ou supplémentaires l'un de l'autre ; et il en ré- 
sulte qu'eu général il n'est aucun théorème ou problème de tri- 
gonométrie splie'rique auquel îl n'en, réponde nécessairement un 
antre dans lequel les supplémens des angles ont pris la pla> e des 
côtés et tice versd. . 

Ou doit remarquer aussi que tonte formule de trigonométrie 
spliérique dans laquelle les arcs ne figurent que par leUrs sinus 
DU leurs tangentes > et qui est liomogène par rapport à ces 
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deux sortes de fonctions y donne naissance à une formule de géo-« 
métrie plane qu'on cn'^dëduit en substituant simplement les arcs 
k leurs sinus et tangentes et les coAsidërant ensuite éomme des 
lignes droites ; ce qui revient évidemment à supposer que le rayon 
de la sphère devient infini. Avec cette attention , on déduira des 
diverses formules auxquelles nous sommes parvenus les formules 
suivantes, en regard de eliacune desquelles nous avons placé le 
numéro de la formule de trigonométrie sphérique de laquelle elle 
est déduite. 

Sîn.^ Sîn.B Sîn.C .. ^,^ 



Sin.i^=^Cir?^^i=f),.00 Cosf^=j|5/î<^, (^/) 



p^z^s(s-aXs^)[s^) , (.//•) 



Sin.^=-^ , (fi'ti) 

bc ' 

Sin.i(B-C) h-c Co..i(B-C) *+c ,„,^ 



Tang.i(^-0= ^Çot.l^ , ixii) 



* Cos.:-BCo8.|C , ... «—a Sin.JBSin.fC ^ ,. 
— = ; — r-r — < vxm) — — sss : , (sif} 



s*=zpCol.^ACox.'^BCox.\C , (ixit) 

{s—ay^pCos. ï .^ang. ^ £Taiig. ^ C , (jt^t///; 
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SGos.^CCos.^if <;Cos.MCos.|B 



Sïn.iB 8iD.iC ' 



{xxîif) 



iSin.iCCosM rCos.MSîii.|B 



a*=5(fl-2r) , (43) 

« 

Le théorème démontré en dernier lieu donne aussi ce théorème 
de géométrie élémentaire , qui ne paraît pas connu ; mais de la 
yérîté duquel on peut s'assurer directement par des considérations 
très-simples : Venveloppe des hases de tous les triangles rectîUgnes 
qui ont t angle du sommet commun et le même périmètre est une 
circonférence de cercle (**). 



**i^i 



(*) Ce théorème a été donné par M. Lhuilier » dans ses Êlimens d'analisê 
gèomiinquê et banalisé algébrique, 

(**) L^auteur du mémoire que nous Tenons d'extraire , et de plnsîears 
autres qu'il nous a promis ' de mettre successiyement à notre disposition , 
ancien élèye particulier de Lalande et de Delambre , et qui a concouru , 
durant plusieurs années , à la rédaction des yolumes de la Connaissance 
des temps , joint à beaucoup de savoir en astronomie et à une grande dex- 
térité à manier les formules trigonomé triques, une écriture extrêmement 
lisible et agréable à Toeil , genre de mérite assez rare chez les sarans. 
A ces divers titres , il pourrait être utilement employé soit au Bureau 
dis longitudes f soit dans les Bureaux du Cadastre i soit encore comnie 
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GEOMETRIE ELEMENTAIRE. 

.Note sur la détermination de Taire dun triangle 
rectiligne en fonction de ses trois côtés ; 

Par M. G. G. Geroho. 



Soient A , B , C les trois sommets d'pn triangle rectiligne , et 
tf , b , c les côtes respectivement opposés. Posons 

d'où 

X (b-^-c—a)^ 



Professeur de nmvtgaiion dans l'un de nos ports | et il languit , à Vige de plus 
de 5o ans et chargé d.e famille , dans un emploi fort obscur et fort peu lucratif^ 
ce qui prouTerait , si toutefois une telle assertion avait besoin de nourelle 
preuve ^ qu'il faut souvent quelque chose de plus que du mérite pour 
percer dans le monde. Nous nous estimerions extrêmement heureux si ^ 
en faisant connaître , dans notre recueil , les titres de ce savant modeste , 
nous parvenions à attirer sur lui les regarda et la bienveillance des 
bommes puissans qui sont en situation d'influer sur son sort. 

Tom. XF. 4i 
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i (c+a^b)=:s^i . 



^.(^+i-r) 



Soit inscrit au triangle propose un cercle dont O soit le centre ; 
et soient A^, B^ , C^ respectivement les points de contact de ce 
cercle avec les côt^s a^ b ^ c \\\ est connu , et il est d'ailleurs 
facile de démontrer qu'on aura 

AB/=rj— tf , BC/=j— * , CA^=:s^e . 
En conséquence , en désignant par r le rayon du cercle , on aura 



Tang.AOB/=l^ , Tang.BOC^= — , Tang.COA^= '^^ ; 



mais , parce que ces angles sont les moitiés respectives des angles 
B^OC^ , C^OA^ , A^OB^ , dont la somme est quatre angles droits , 
leur somme doit valoir deux angles droits , et conséquemment on 
doit avoir , par un théorème connu et d'ailleurs facile à démontrer ^ 

Tang.AOB^-fTang.BOO+TangXOA'ssTang.AOB^TaDg.BOCXTaDg.GOA'i 

c'est-à-dire, en sulMitituant.» 



#-J *-c ,-.a 

r r r .r r 



d'où 



RECTII^IGNE. 



-«)(*-*)(*-c) . 



3p7 



^^ ^111 I I p^^B^w 



mais y «n désignant par T raire da triangle , on % 



Tssrs i 



donc , en substituant , 



T=: y^*(j— a)C5-^X*— ^) î 



Agréez , . etc. 



Du Château des Tuileries, le 1 8 janvier iS^S. 
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QUESTIONS 'PROPOSÉES» 

Problèmes de Trigonomélrîe sphérique^ 

!• v^UEL est , sur la sphère , le lieu du sommet d'un angle 
spht^rique mobile , de grandeur invariable , dont les colés sont 
assujettis à passer constamment par les deux extrémités d'un arc 
de grand cercle fixe ? 

IL Quelle est , sur la sphère ^ la courbe enveloppe d'un arc 
de grand cercle y de grandeur invariable , dont les extrémités 
sont assujetties à être constamnoent sur les côtés d'un angle sphé* 
rique fixe ? 
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GEOMETRIE ANALITIQUE. 

Recherches anaîîtîques sur les polygones rectîîignes plans 
ou gauches , renfermant la solution de plusieurs 
questions proposées dans le présent recueU ; 

Par M, Ch. Sturm. 



XJans l'essai que l'on va lire , nom avons beaucoup moins en vue 
de découvrir des propriéu's nouvelles des polygones plans ou gauches , 
que de montrer comment on peut , par une application convenable 
de l'analisc , di'dnire , d'une manière uniforme , toutes les pro- 
priétés de ces polygones d'un petit nombre d'équations fondamen- 
tales. Ces propriétés sont en très-grand nombre sans doute , ou , 
pour mieux dire , leur nombre est illimité , et c'est assez faire 
comprendre que nous ne saurions nous proposer ici de les démontrer 
toutes ; mais un petit nombre d'exemples bien choisis suflira pour 
montrer comment ou doit se conduire dans les cas très-nombreux 
que le dessein d'abréger nous aura forcé d'omettre. La résolution 
générale des polygones plans , c'est-à-dire , l'art d'assigner les di- 
verses parties inconnues de ces polygones en fonction des données 
nécessaires pour les déterminer devrait naturellement faire partie 
de notre travail ; maij M. le professeur Lhuilier préparant dans 
ce moment on ouvrage où ce sujet doit être traité dans le plus 
grand détail , nous croyons superllu de uous y arrêter. 

Tom. Xr, n." X, i." avTÎl i8:ï5. 42 
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Soit y dans l'espace , un polygone rectilîgne ferme quelconque » 
plan ou gauche ^ de n côtés y dont nous nonuii^roos les ootâ con- 
sécutifs rg y r^ y r^ , .r^. Concevons un système d'axes rectan- 
gulaires auquel ce polygone soit rapporte y et soient a^ , |3, , y^} 

«a > ^xj Vt ; S, , P, , y, ; a„ , /5„ , y„ les angles que forment 

respectivement ces côtés arec les axes des coordonnées. Soient enfin 

sommets des angles (r„ , r.) , (r, , r J , (r, , r,) , (r„_, , r«). 

Par les principes connus , nous aurons cette suite d'équations 



\ 



jr j :^=jr , -|-r g Gos.a , 



a: j zrrj' j-[-r,Cos.a, 



^^=ur j -j-r j Cos.a j 



^•=^«+^iiCos.ot, 



En prenant success 
colonnes , on aura 



rî=ri+^iCos./3a, z,=z,+r,Cos.y, , 
j^=jr,+r,Cos.^, , z^=z,+r,Cos.y, , l(i) 



y*—yn+r„Cos.^^ ; z,=z„Hpr„Cos.y, ; 

vemcnt les sommes , d'équations de chacune des 
sur-le-champ , par l'effet des réductions , les 



trois équations suivantes :. 

r|Cos.ai-|-r,Cos.a j-f-r , Cos.a , -{-•.....-j-r„Cos.a„=:o y 



r|Cos.|34+^^Cos.|J^+r,Cos^,+-M..-fT„Co6.^,i=o , ) (a) 



r|Cos*y,-j-rj^Cos.yj|+r,Cos,y,+,..,.-f-r„Cos.y^=o ; 

dont chacune exprime ce théorème connu : Dans tout polygone 
rectiligne fermé , plan ou gauche , la somme des produits respectifs 
des côtés par les cosinus tabulaires des angles que forment leurs 
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directions avec celle d'une droite indéfinie quelconque est égale à 
zéro ; on , en d'autres termes , Dans tout polygone, rectiligne fermé ^ 
plan ou gauche , la somme des projections des côtés sur une même 
droite indéfinie quelconque est égale à zéro, 

s. II. 



Avant d'aller plus loin, nous tirerons des équations (::) quelques 
conséquences relatives à la statique. 

Et d'abord : Si des forces respectivement parallèles aux cAtés 
d'un polygone rectiligne fermé , plan ou gauche , et proportionnelles 
aux longueurs de ces côtés, sont appliquées à un même point de 
tespace , elles se feront équilibres. En efTel , sï plusieurs forces 
proporliounelles ans longueurs r, , r^ , r, ,».... r„ , et dont ks 
directions sont déteruiîni'es par les angles «i , P, , 7, ; «^ > 0, j y^ ; 

"i » |3, ) V, ; «n , %i , tn , sont appliquées à un même point de 

l'espace , les conditions connues d« leur e'quUibre ne seront autres 
que les équations (2). 

11 résulte de ce théorème que , des forces d'intensité et de di- 
rections quelconques étant appliquées à un même poitil de l'espace , 
si l'on décrit , dans l'espace , un polygone ouvert dont les côtés 
soient ri-speclivement parallèles et proportionnels à ces forces , la 
droite qui fermera le polj-gone sera paiallùle et proportionnelle à leur 
résuttautc. 

Kt , comme les mjmes forces appliquées à un même point ne 
sauraient avoir qu'une seule et même résultante , dans quelque 
ordre d'ailleurs qu'on les combine, il faut en conclure que, si 
deux polygones ouverts ont un même nombre de côtés égaui et 
parallèles cjiacun à chacun ; dans quelque ordre d'ailleurs que se 
succèdent ces côtés , dans les deux pol^'gones , les droites qui les 
formeront seront égales et parallèles. 

On voit , par ce qui précède , que la plupart des théorèmes 
que nous démoutrerous , sur les pi^gones reclilignes , pourront 
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s'appliquer immédiatement à la composition et à la décomposition 
des forces autour d'un même point. 

Par des points {a, , b^ , r.) , {a^ , h^ , r ,) , (/r„ , b^ , c^ , pris 

à volonté dans l'espace , en nombre égal à celui des sommets du 

polygone , soient menées des droites respectivement parallèles et 
proportionnelles à ses côtés fi^r^\^ r„. Soient ( tf^, , b\^ //,) , 

{^'% f ^' t y ^x) 9 (^'n j ^^1 I ^^n) '^^ extrémités de cçs droites j 

en représentant par A le rapport donnée on aura 



tf',=stf^+ArjCos.a, , i',=:3,-|-Ar,Cos.|3, , ^',=;:r,+Ar,Cos.y, , 



«'„=^ii+^nCos.a. ; i'„=3„4.Ar„Cos|5^; r'. =r„ + Ar» Cos.y„ ; 

d'où , en ajoutant les égalions d'ua^ même colonne et ajrant égard 
aux équations (2) , 

^^+^t-K^+*'-'-+<''n5Stf,+tf,+^j,+ 4^^ , 

*^+*^.+^S4- h^'«=*i+^+^+ +*- . 

Ces équations signifient que le centre commun de gravité des 
points (a\ , b\ , c\) , (a\ , i', j€\) ,...^.... (^„ , i^^ , c^^) coïncide 
avec celui des points (a, , *, , O > (^, > ^1 , ^,) f .•••. (^« . *« > O* 

Donc , 5/, /7tfr Jes points' pris à colonie , dans t espace ^ on 
mine des droites respectivement parallèles et proportionnelles* ause 
côtés dun polygone reciilighe fermé quelconque , plan ou gaueke ; 
le centre de grai^ité d'un àystème de poids igmuss sera le méme^ 

/ 
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soit que ces poids se trompent situés aux points rà ces droites se . 
terminent ou qu'on les place à leurs points, de départ. 

En snpposant que les points de départ sont pris respectivement 
stir les directions des cotés du polygone , on conclura de là que j 
Si des poids égaux , placés d'abord, arbitrairement sur les direc-^ . 
tiens dos côtés dun polygone recti ligne fermé quelconque , plan ^ 
ou gauche j parcourent simultanément et dans le même sens\, sur. 
ces directions. , des longueurs respectii^ement proportionnelles à celles 
de ces mêmes côtés ; leur centre commun de gravité demeurera 
immobile (*). 

Si Ton suppose , an contraire , que toutes ces droites émanent^ 
d*un même point quelconque de l'espace ; comme ce point sera 
à lui-même son centre de gravité , on conclura de la même pro- 
position générale que, Si , par un point quelconque de F espace , 
on conduit Âe s droites parallèles et proportionnelles aux côtés d! un 
polygone rectiligné fernié'* )féS/éonque , plan ûu gauche , ce point 
sera le centre commun de gratuité d^un système de masses égales 
placées aux' extrémités de ces droites. 

Cette dernièrç proposition 9 combinée avec la preqiière du pré- 
sent §• , donne la suivante : Un point autour duquel des forces 
dirigées d^ une maniète quelconque ^4^ns..f espace se font équilibre 
est tê centre commun de granité de ^m^sses AgUles placées aux ex-^ 
trémités des droites qui ^partant de ce point ^ ffiprésentent ces force t 
en intensité et en direction» 

Et comme , lorsque des forces ne se font pas équilibre autour 
dVn point, il suffit , pour établir Téqnilibre dans le systèntë , d'j 
introduire un^ fqrce égale et directement opposée, à lei&r résultante , 



'» ■ 



^^ 



■ 



«^^^ 



• r 



.. -rj ; 



(*) Cest là l'on dies deux thëocemes de statique ^noneës à la page. 891 
du Xiy,« yçluioe des Annales % et déjà démontré a la p«jge lagdapréëe&t 
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il en fant conclure que , Lorsque des forces agissent dans des. 
directions tjUclcon^ues sur un même point de f espace , i." ie centre 
des moyennes distances des extrémités des droites <jui représentent 
ces forces es intensité fi en direction est un poiiU de la direction 
de leuf résultante; 3.* celte résultante est représentée en intensité 
par autant de fois la dislance de ce centre au point d'appiicatioa 
des forces ^u'il y a de composantes dans le système (*). 

Maintenaat , par les moines poiuCi (tf, , i, , c,) , {a^ ,b , r ), ..... 
(fl„ , h„, Cy^ , menons encore des droites respectivement parallèles 
aux côtés dn polygone, mais d'une mf'me longueur (jiu'lconqiie A; 
en désignant leurs extrémités respeclives par {a", , b", , f",) , 
fa"^ , A", , i^'j)» - ifi"n 5 ^"n > '^'''n) i nous aurons 

a", =(r, -{-ACos a, , ^", =^.+4Ços|3, , c'\=ic,-\~kCos.y, , 

a'\=a^-\-kCoi.cii.^, b" ^■=^b^-\-hG^,^^i., c" i=c ^-^liCo% y ^ , 



a'\ — a„-\-l,Cos.a^; è"„ = b„-\-kCos.^^ ; f"„= /■, + //€ os y,. . 

Prenant successivement ïa somme des produits respectifs des équa- 
tions de chaque colonne par r, , r^ , r„ , en ayant égard aux 

équations (2) , il viendra 



(■) C'est le tWort'nie énpnci! à la page 17a ilii prdscnt Tolume. M. Ccrono 
remarque qu'il enrcsullc que , *î plusieurs svsU'ines de f-irees , coDConr.-int en 
(IWers poïiits de l'espace , sent composas de Torces représentée» en întensil^ et 
en direction par les distances de ces points à nn certain nombre Ae points 
fixes , les résultantes de ces systèmes se croiseront toutes au centre des 
moyennes distances de ces derniers points. 

Si l'on suppose eusuite que ces points de concours des composantes 
«ont infiniment éloignas , on retombe sur le llié.iriuie relatif an centre 
êti Jonft airallèlts f du moins pour le cas où ces forces sont (igAlcf. 
-'^ ' '^ J. D. G. 
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t 

t 

i\r,+b"^r^J(.h" , r , +....+3 V« = *.r.+3 .r,4-^ , r, + |-^y„ » 

d'où ou conclut ce théorème : Si , par des points pris à volonté 
dans r espace , vh mène des droites dune tnimé longueur quel- 
conque ,• respectivement parallèles aux côtés d^un polygone recti-^ 
ligne Jermé quelconque , plctn ou gaucJfe , le centré de gravité d'un 
système de poids respectivement parallèle aux longueurs de ces 
côtés sera le même , soit que ces poids soient situés aux points 
où ces droites se terminent ^ ou qu*on les place à leurs points dé 
départ. 

En supposant que les points de départ soient pris respectivement 
sur les directions des côtés du polygone ^ on conclura de là que , 

Si des poids respectivement proportionnels aux longueurs des côtés 
d'un polygone recti ligne fermé quelconque , plan ou gauche , et 
placés arbitrairement sur les direct i<m3 de ces côtés , y parcourent 
simultanément et dans le même sens des longueurs égales quel-^ 
conques , leur centre commun de grrtvité\ dèmeurtra immobile (*)• 

Si Ton suppose , au contraire , que toutes ces droitéH ^oianéM 
d*un même point quelconque de l'espace ^ commence point sera à 

.'■.:l- "■ "1." » m . 

Iui-m(!me son centre de gravité , on éonclufa de fa^méfaile prôpo-* 
sition générale que , Si , dans une sphère , on mène des rayons 
parallèles aux côtés d un polygone rectiligné Jernii quelconque y plan 
ou gauche , et qu'on place aux extrémités de ces rayons dès poids 
respectivement proportionnels aux longueurs ' des cÔi es aifxqheîs ifs 



C) C'est Pautre théorème de statique de rendvbit -déjà' citë^ 
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sont parallèles ; leur centre commun de gravité boïncidera avec U 
centre de la sphère. 

%, îii. 

Si ]e polygone proposé se réduit à un triangle , les équations (2) 
se réduisent aux suivantes: 

r,Cos.a,-|-rjCos.a,+r,Cos,a,=o , 

r,Cos.^i+r^Cos.Pj+rjCos.^j=o » 

r|Cos,y,4"^aC^**Vi+^jCos.y,=:o • 

Transposant les derniers termes dans les seconds membres y prenant 
ensuite la somme des quarrés des équations résultantes , en s^ 
rappelant les relations connues 

Cos.*«, +Cos/|J, +C0S.V, =f , 

Co8.'a^+Cos/|i,+Cos.'y,=ri , 

Cos/a,+Cos/^,+Cos'yj==i , 
on obtient , 



\ 



B^ais , en supposant , pour un moment ^ que la droite r, est paral- 
lèle à Taxe de^ x , Tangle a, sera nul, et les angles ^g et y, seroat 

droits , de sorte qu on aura 

).»■■ .". 

». ■ . • • ' . I « . ... ■ 



_ ^^?:?iT:.'-.x Ç^s^i^o^ Cqs.y,=so • 

Quant à Tangle a^ ^ ce sera alors l'angle (r, , r,) lui-même ; de 
sorte que Ton aura 
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comparant celte dernière avec celle de laquelle elle est dérivée , ou 
obtient la formule bien connue 

Cos.(r, , r,)=Cos.a,Cos.a^4-Cos.P|Cosl5^+Cos.yiCos.y^ ; 
de laquelle on déduit ensuite aisément 

(C08 «iCos.^,— Cos.l5,Cos.a,)* 
Sin.*(r,,7-^)=( +(Gos|3,Cos.y^ — Cos.y,Cos,/î,)* 

+(Cos.y^Cos.a^— Cos.a,Cos.y,y 
L'équation 

r%=r*,+r\4-27-.r,Cos.(r, , rj 

exprime aussi une proposition fondamentale de la trigonométrie 
rectiligne ; mais nous verrons bientôt qu'elle n'est qu'un cas par- 
ticulier d'une proposition plus générale. 

Retournons présentement aux équations (2). En prenant la somme 
de leurs produits respectifs, d'abord par Cos.a, , Cos,^, ,Cos.y, , 
puis par Cos.a^ , Cos^^ , Cosy, » et ainsi de suite , et enfin par 
Cos.oe^ , Cos.|3„ , Cos.y„ , observant que 

Cos.*a|+Cos.*^4+Cos.'y,=i , 

Cos.*a^-|-Cos.*|5^-|-Cos/yj=:i , 



et que 

Tom. Xr. 43 
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Cos.a,Cos,a,+Cos.|3iCQS.^a+Cos>y|Cos.yjî=Cos.(ri ,r,) ,; 
Cos.a,Cos.a,+CosP|Cos.^,+Cos.y|Cos.y,î=Cos.(r, ,r,) , 



il viendra 

r,+r^Cos.(r. , rJ+r,Cos.(r, ,r,)+.....+r„Cos.(r, , rJ=o , 
r,Cos.(r, ,rJ+r,+r,Cos.(r,,r,)-t-....,.+r„Cos.(r^,r^)=o , 
r,Cos.(r,,r,)+r,Cos.(r,,r,)+r,+......+r„Cos.(r,,r„)5=o , ^(3) 



r,CQS.(r, ,r„)-fr,Cos.(r, , r„)+r,Cos.(r, , rj+ . /-|-r^»o . 

Ou parriendrait ëgalement à ces équations , ei^ supposant succes- 
sivement , dans les équations (2) , que chacune des droites r, , 
^, f ^1 >••• • ^n devient , à son tour , parallèle à Taxe des jt. Elles se 
traduisent dans Ténoncé que voici : Dans tout polygone rectiligne 
fermé , plan ou gauche , chaque côté est égal à la somme des 
produits de tous les autres par les cosinus des angles que formant 
leurs directions avec la sienne. 

Si Ton prend la somme des quarrés des équations (2) , il vient ^ 
en faisant les réductions convenables , 

rS+r>^+r»,+,4r»„-|-2r,r^Cos.(r,,r,)farir,Cos,(r,,r,)+2r,r,Coa,(r»,r,)f.«>(4) 

c'est-rà-dire , La somme des quarrés des côtés dun polygone rec^ 
iiligne quelconque , plan ou gauche , augmentée des doubles produits 
de ces côtés deux à deux , multipliés par les cosinus des angles 
que forment entre elles leurs directions , est égale à zéro. 

Si Ton prend de nouveau la somme des quarrés des équittiong 



i \ 
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(2) , maïs après avoir prëalablement transporté leurs premiers termes 
dans le second membre , il viendra , par TeiTet de semblables 
réductions , 

''i*==r*i+r» , +..+r%+arjr , Cos.(r^,r , )+ar ,r 4 Cos.(r2,r 4 )+ ar , r 4 Cos. (r , ,r4 ) |.«)(j) 

donc , Dans tout polygone rectîîigne fermé , plan ou gauche , h 
tjuarré de F un tjuelconque des côtés est égal à la somme des ^uarrés 
de tous les autres augmentée de la somme des doubles produits 
de ces derniers deux à deux multipliés par les cosinus des angles 
tjue forment entre elles leurs directions. Ce théorème fait en même 
temps connaître l'intensité de la résultante de pliisieûrs forces don- 
nées dlntensité et de direction autour d'un même point de l'espace. 

Si , au lieu de transposer seulement les premiers termes des 
équations (2) , on y transpose un même nombre quelconque de 
termes correspondans , et qu'on prenne ensuite la somme des quarrés 
des équations résultantes, en y faisant toujours les 'mêmes réduc- 
tions , on obtiendra cette autre proposition : La somme des quarrés 
dun certain nombre de côtés d'un polygone rectiligne fermé quel-- 
conque , plan ou gauche , augmentée des doubles produits de ces 
côtés deux à deux multipliés par les cosinus des angles qu'ils 
comprennent entre eux , est égale à la somme des quarrés des côtés 
restans augmentée des produits de ces derniers deux à deux mul-^ 
iipliés par les cosinus des angles qu'ils comprennent entre eux. 

Si Ton désigne par II le périmètre du polygone , on aura 

m 

n=r.+r,-fr,+ +r„ ^ 

d'où , en quarrant , 



n*=r*«+r',+r%+ +^*n4-2r,r^+2r,r,+2rar,+ 



mais nous avons trouvé plus haut 

<»'i+^' a+r» , +...+''^+ar ir,Cos,(r„r ,) f 2ri,r , Cos.(r,/- , )+ar^r , Ca8.(r ,,r ,)4h.; 
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retranchant cette dernière de la précédente , nous aurons , en nous 
rappelant qu'ep général i — Cos.j: = 2Sin.^ j^ jt , 

n'=4{r,r,Sin/7(r,,rJ+rir,Sin/i(r,,rJ+r^r,Sm/7(r,,r,)f...}. 

Ainsi , Le quarrè du demi-périmètre dun polygone reciitîgne fermé 
ijuelcontjue , plan ou gauche , est égal à la somme des produits 
de ses côtés deux à deux multipliés par les fjuarrés des sinus des 
moitiés des angles que comprennent entre elles leurs directions. 

% IV. 

Posons gdnëralement , pour abréger , 

i:".+^'«.+ x",+ ^-x-^^Z^. 

Le quarré de la distance entre deux sommets quelconques est 

(^,--*«)'+(rr-:r*)'+(-2/'— -^0* J 

■ 

ou , en développant , 

Si Ton veut avoir la somme des quarrés des distances du sommet 
(xpjy t ^p) à tous les autres, il faudra prendre la somme des 
résultats qu'on obtient en mettant dans cette formule pour q tous 
les nombres naturels de i k n inclusivement. Il' ne sera pas même 
nécessaire d'en excepter le nombre p puisque la distance d'ua 
sommet à lui-même est nulle. On obtiendra ainsi y pour la somme 
de ces quarrés , à Taide des notations ci-dessus , 
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Si présentement on veut avoir la somme des quarrés de toutes les 
droites, soit côtés, soit diagonales , qui joignent les sommets deux 

à deux, lesquelles sont* au non^bre de — * , il ne s'agira que 

de prendre la demi-somme des résultats qu'on déduit de cette der- 
nière formule en y mettant successivement pour p tous les nombres 
naturels de i à /i inclusivement. Nous disons la demi-somme , 
parce que menant , tour à tour , des droites de chaque sqmmet 
â tous les autres , chaque droite se trouve menée deux fois. On 
aura ainsi , pour la somme des quarrés de toutes ces droites , 

Cherchons ensuite la somme des quarrés des longueurs des droites 
qui joignent deux à deux les milieux tant des côcés que desdia^ 
gonales. Nous venons déjà de remarquer que le nombre tant des 

côtJs que des dian[onales était , et leurs milieux sont en 

m<}me nombre. Si donc on représente respectivement par X^, > Y^i > 
Z^j les sommes des premières puissances des coordonnées de ces 
milieux parallèles à chaque axe , et par X'^ , ¥'^^ TJ ^ les sommes 

des quarrés de ces mi^nies coordonnées; en posant =/î^, on 

aura , pour la somme des quarrés des droites dont il s'agit , d'après 
la précédente formule » 

Cela. posé, i/ comme la coordonnée parallèle aux x du miliev 
de la droite qui joint deux sommets quelconques est — i-2 , 
nous aurons* i 



$22 
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A^|=:- "T •+-.......-I . 



l^!Ll±l2 4.!li±fl +....;.. + 



*«- !+*« 






H- 



*i+*ii 



Ces termes sont au nombre de ; et j comme il entre deux 

I a 

de nos n sortes de lettres dans chacun » il s'ensuit qu'ils se com- 
posent de n(n — i) lettres; et comme il est d'ailleurs manifeste que 
chacune des n sortes de lettres y figure de la même manière^ il 
s'ensuit que chaque sorte de lettre y figure /i— -i fois ; de sorte 
qu'on doit avoir 



= — - • X, ; 

a 



et par conséquent 



^^,_Çn-0- ,ç. 



4 



On aara semblablement 






et , par suite , 
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X^.+Y'».+Z'*œ .5î=iL* (y.+Y'.+Z*.) . 



2.* On aura , par les mêmes considérations , 

X'. = (i±fi)'+(î4îij+(îî±îi)-+«..+ c^- 



+(^*)'+ ^e^")" 



+(^)" 



En faisant , pour un moment , abstraction des doubles produits qui 
naîtront du déreloppement des quarrës , nous nous trourerons dans 
le même «as que ci-dessus avec cette seule différence que les 
quarrës des coordonnées xi ^ x ^ .••...•• x„ se trouveront substitués 
à leurs premières puissances , et que le dénominateur commun 
lera 4 ; de sorte qu'il y a d'abord , dans le développement de X^^ ^ 

» 

Mais il s'y trouve de plus 
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. I XiX^ j^ *i*4 1^ j^ Xnm%Xji 






+ 



ttSMlM 



*I*r» 



c'est tout simplement la demi-somme des prodaîts deux à deux 
des coordonnées xi ^ or, , or, , x^^^ Or, on a 

c est-à-dire , 

d*o& 

X »— X 

ï(^*^a+^*^f +^*^f + )= * ^ ' ;. 

ajoutant donc cette quantité à celle que nous ayons dé}à obtemie 
ci-dessus , nous aurons 

Y/ — 2!I1y j_ X.»— X. 

OU , en réduisant , 
On aura ^emlj^ablement 
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et par suite 

*X'.+Y^+Z'.=ïl±^- + ^" (X.+Y.+Z.) : 

Nous avons trouvé tout à l'heure pour la somme des quarrës des 
droites %qui joignent deux à deux les milieux tant des côtés que 
des diagonales 

mais nous venons de trouver 
X^^+Y^%+Z''«=:J-(/2— i)XX\+YS+Z\) , 



nous avons d'ailleurs n^= -^- ; en substituant donc y nous 

I a 

trouverons pour cette somme de quarrés 

mais nous avons trouvé ci-dessus , pour la somme des quarrés 
tant des côtés que des diagonales, 

«(x.+Y,+z.)-(x^+Y^+z^) ; , 

donc y en désignant par S| cette dernière somme et par S^ l'autre , 

nous aurons 

• • 

Tom. Xr. 44 



Saé POLYGONES RECTILÎGNES 



n— I n— a 



4S,= --j —^i • 

Or , si Ton considère que , dans le présent §• , les sommets ne 
se trouvent assujettis à aucun ordre de succession tléterauné , on 
verra que 1 équation que nous venons d-obtcnir revient au théorème 
suivant : Des points , en nombre quelcon<]ue , étant situés JTune 
manière ^uelcon^ue dans f espace ^ si ton joint ces points deux à 
deux par des droites , de toutes les manières possibles , puis les 
milieux de ces droites deux à deux par d'autres droites , de toutes 
les manières possibles , le quadruple de la somme des quarrés de 
ces dernières droites sera égal à autant de fois la somme des 
quarrcs des premières qu'un nombre de choses inférieur d'une unité 
à celui des points dont il s'agit peut donner de combinaisons 
deux à deux (*)• 

§. V. 

Présentement , soit éliminé le côté r, entre les équations (2) ^ 
prises deux à deux, il viendra 

rj^(Cos.yiCos.«2'~*^os«'iCos.y j)-!-''] (Cos.vi Cos««,«— Cos*«iCos.>'|)-{-4,.s=o \ (6) 

I 
n 1 

r^(Cos.«jCo8.i3t— Cos.^iCos.« ,)+ r, (Cos.«iCos. iS ,— «Cos.iSiCos. « ,)-f>...s=o • 



(*) C'est le théorème de la page S171 du présent roi urne. M. Gerono ^ 
en nous l'adressant , en a pris occasion de releyer une méprise de Carnot 
qui , dans sa Géométrie de position , page 33i | a énoncé ce théprèm^, aoia 
le n.« XXXI I d'une manière défectiieufie. 



• m 



.*v- 



PLANS OU GAUCHES. 327 

Afin d'ëvaluer la quantité Cos.^iCos.y^ — Cos.y,Cos.3, et ses ana- 
logues , soient menées y par un point quelconque de l'espace , des 
parallèles aux cotés r, , r ^ , r,,-.-.r„ du polygone ; la première 

fera , avec toutes les autres , des angles (r, , r^) , r, , r, , (r, ,r„\ 

Soient élevées , par le même point , aux plans de ces divers angles , 
des perpendiculaires que nous désignerons respectivement par tit , 
rir^ , • ^i^'n 9 ^^ représentant les angles que forment ces perpen- 
diculaires avec les axes des coordonnées par 

(nr^ , jt) , {r,r^ ,y) , (r,r^ ,z) , 



Cela posé , soient , pour un moment , a y 3 , r les cosinus des 
angles (r\r , , ^) , (fir^ , j) , (r,r^ , z) que fait avec les axes la per- 
pendiculaire r^r^ au plan de l'angle (r,r^), construite comme il 
vient d'être dit. Comme elle est perpendiculaire , à la fois aux 
directions des deux droites r, > r ^ , o#aura, par les conditions 
connues de perpendicularité ^ 

tfCos.aj4-3Cos.0^-f-rCosy,=o , 
tfCos.aj+3Cos.p,+^Cos.y,=o ; 
d'où on tire 



• 



Cos.y,Co8.«ij— Cos.«iCos.y, Cos.<i,Coi.i92— Caa.^iCos.«j| 

û^^uJ, » r=^. r î 

Cos./8|Co9.Vi-Coi.yiCo9»^ » Co8./SiCo«.y j— Co8.yiCoMi 

substituant ces valeurs dans Téquation de condition 
on trouvera 
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(Cosrf iCos.vi**C*«o8.>^iCo8.i82 )* 
(Cos.ji|Cos.yt— Co8.yiCo5.i8^)*=fl» \ -f (Cos.yiCos.tf^— CostiiGos.a:^)* } ; 

4-(Cos.«i,Cos.^ ,— Cos.i8,Cos.y ,)» 

or y le multiplicateur de ^ * , dans le second membre ( §. ill ) n'est 
autre chose que Sin/(r, , r^) , d'oii il suit qu'on aura , en extraj^aut 
la racine quarrée , 

Cos.i3iCos.y j— Cos.y|Cos..«^=3 dbflSin,(r, ,r,)=dtSin.(r„ r^)Cos.(r, ,r^ , «). 

Les signes -f> ^^ '"" ^^"t ici arbitraires , nous ferons choix du 
signe -|- y et nous aurons , en formant les équations analogues ^ 

Cos.i8,Co80'a— Co8.y,Co8.i82=Sin.(ri , ri)Cos.fr',ri , x) , 
Cos.yiCos«j— Co8,«iCos.y2==Sin.(ri , rj)Cos,(rir^ ,y) , ^ (7) 
Gos.«iCos.^2— Cos.i3iCos.«2=Siii.(ri , rj^)Cos.(rjrj| , x) • 

Substituant ces valeurs et les autres que nous obtiendrions de même 
forme , par un semblable calcul , dans les équations (6) » elles 
deviendront 

r^Siii.(r, , r»)Cos.(r,r^ ir)+r,Sin.(r,^ r,)Cos.(r»r, , y)+ =0 , )> (8) 

r,SIn.(ri , rt)Cos.(rira t *)+^|Sin,(ri, r,)Co8.(rir, , z)+ =0 . 



Ces équations (8) étant de même forme que les équatioA^' (a) , 
nous pourrons opérer sur elles de la même manière. Pour pouvoir 
noter les résultats de ces opérations , nous représenterons simple- 
ment par {Tx^^^r^r^ l'angle que forment entre elles les perpen- 
diculaires aux plans des deux angles (r, , r^), {r^^r^ , et ainsi 
de suite pour les autres. Ces angles sont la mesure des angles 
dièdres formés par les plans de ces mêmes angles , et qui peuvent 



*' 
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s^étendre de zëro à quatre droites ; attendu qu'on doit les compter 
invariablement , en partant de l'un quelconque des angles plans 
dont il s'agit , et en tQurnant constamment dans le même sens » 
jusqu'à ce qu'en passant par tous les autres on y soit revenu de 
nouveau. Tout cela admis, les équations (8) donneront d'abord (3) 

r^SiQ.(r„r»)+r,Sin.(ri,r,)Cos.(rirj^,r,r,)+r4Sin.(ri,r4)CasOrir,irir4)+..=o/ 

r»Sin^r„ri)Co8.(r,r»,r,r,)+r,Sin.(r„r,)+r4Sin.(r„r4)Cos.(rir,,r,r4)+..=oJ 

)(9l 
r^Sîu.(r„r,)Co8,(r4r»,r,r4)+r,Sin.(ri,r,)Cos.(rirprir4)+r4Sin.(r„r4)+..=o, 



On aura , en second lieu , (4) 

o=r»tSin.«(r„rt)+r»,Sîn.»(ri,r,)+r«4Sin.»(r„r4)+....+r*„Sîii.«(r„r„) ^ 

(10) 



-far^r,Sin.(ri,r,)Sin.(r,,r,)Co8.(r,ra,rir,)+. 



I 



On aura enfin (5) 



r>,Sin.>(r.,r,)=r>,Sîn.«(r„r,)+r>4Sîn.«(r„r4)+,..M..+r*„Siii.«(ri,r^) 

)(iO 
+2r,r4Sin.(ri,r,)Sin.(r„r4)Co8,(rtr,,r,r4)+H" 

Soient désignées , pour 4in moment , par /?,,/?, , •..;...• /?„ , les 
perpendiculaires aux plans des angles (r, , r^) , (r, , r,) ,....(ri , r„), 
dont il a été question ci-dessus ; les deux premières équations (S) 
pourront être écrites ainsi 

rjSin.(ri,rj)Cos.(;?^,«)+r,SÎQ.(r,^,)Co8.(/i,,»)+r4Sîn.(r,^4)Co8.(p4,«)-f%.=p 
rjSin.(ri,r^)Cos.(paiy)+^|Sin.(r„r,)Cos.(/?j,y)+r4Sin.(r,^4)Co8.()>4,y)+.^9 

Si , du produit de la première par (jo^(p^ , jr) , on retranche le 
produit de la seconde par Cos.(p^ , s) ^ afin d'éliminer r, entr^ 
^Ues , on trouvera "too. 



• y 
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T , Sin.(r.^, ([Cos.(;7 , ^)Cos.O „ j)— :Cos.(/?„jr)Cos.(;> , , jr)] 
4-r^Sin.(r.^^([Cos.0P4,ar)Cos.(/>„^)— Cos.(;7„ar)Cos (/>4,/)] [ =o. 



+ 



Or, les formules (7) donnent 

Cos.Cp|,x)C<>8.(p,,y)— Cos.(/i2>*)Co«.(p,,y)=SînCp2,p,)Cos.(pjp,^) , 
Cos.(p4,>')Cos.(/?^,)r)— Cos.(;?a,x)Cos.(;?4,jr)=SIn.(;7,,p4)Cos.(;7,p4^) , 



S 



on a d'ailleurs, par la définition même* des lignes p^^ p^y ••Pm. 



•••»• — 



et , en outre , 
Sin.(/^,,/?,) = Sni.(r,r, j^^r,), Sin.(;?^,/>4) = Sin.(r,r,,r,r4),.... 

au moyen de quoi Tifquation ci-dessus deviendra , en divisant par 
Cos.(r, ,z) y 



r,Sîn.(r,,r,)Sîn.(r,r^ irir,)+r4Sîn.(r,,r4)Sm.(rir^ , rir^)+..^=o. (la) 

Comme cette dernière équation , et toutes les autres qu'on en pourrait 
déduire , ne renferment plus rien de relatif aux axes des coor- 
données y elles ne sauraient être susceptibles de transformations 
ultérieures* 

§. VL 

Après nous être occupés d'un polygone rectiligne quelconque » 
occupons-nous , en particulier , du quadrilatère gauche , dont la 
théorie se lie à celle des coordonnées obliques. : 



• ... ^ 
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Soient 9 dans l'espace , trois axes obliques , donnés de position , 
et un point quelconque , rapporte à ces axes ^ par les trois coor-^ 
données Xy y ^ z. Soit r la distance de ce point à Torigine y laquelle 
est la diagonale d'un parallélipipède obliquangle , ayant x ^ y ^ z 
pour les trois arêtes d'un même angle. Trois arêtes consécutives de 
ce parallélipipède forment avec cette diagonale r , un quadrilatère 
gauche, auquel nous pouvons appliquer les formules générales trouvées 
précédemment. Nous conviendrons seulement de changer la direction 
de son côté r , c'est-à-dire que nous considérerons la diagonale 
comme allant de l'origine an point (-^r « y , z) ; en conséquence, il faudra, 
dans toutes nos formules, changer Cos.(r, x) ,Cos.(r,^), Cos.(r, z) 
en — Cos (r , or) , -— Cos.(r , y) , — Cos.(r , z). 

Cela posé , r' étant une droite de direction arbitraire , les 
équations (3) donnent d'abord 

rCos.(r,/^)=5jrCos.(jr,r^)4^0S.(j,r'')+zCos.(z,rO . (i3) 

On tire en&uite des équatipns (3) 

r=irCos.(r , ^H-^Cos.(r , y)+^Cos.(r , z) , 
rCos (r , ^) sr ar-|-^Cos.(jr , ^)-|-zCos.(ar , z) , 
rCos.(r , j)s=jrCos.(^ >;y)4-/+^Cos.(y , z), 
rCos.(r , z) s=4rCos.(4r , z) +yCos. (/ , -?)+x . 

■ 

Si Ton met, dans la première des équations (i4)f 1^^ Falenrsde 
s y y ^ z tirées des trois autres y on parviendra à l'équation de 
relation connue entre les six angles que fonBent deux à deux dans 
l'espace quatre droites r^Xyyyzà^ direction arbitraire. Cettt 
^uation^est 
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,— Cos,«(jr , r)— Cos.>(r, «)— Cos»«(«, y)+aCo8.(yi r)Cos.(r , x)Cù^(x , j) 

s= ^ 4-Cos«*(r^y)Sm,*(r,«)-— aCos.(r^)Cos.(r^)[Co8.(r,«)--Co8.(jr^)Co8.(«,y)] > • (i5) 
+Cos,»(rir)Sin.*(«jjy)— aCos.(r^)Cos.(r^)[Ca8.(«^y)— Co8.(r,*)Co9.(y^)] ; 

Soient a , ^ , v les angles dièdres adjacens à Tune des faces 
d'un tétraèdre et o/, ^ , y' les angles dièdres respectivement oppo-. 
ses* Si , d'un point pris dans l'intérieur du tétraèdre on abaisse 
des perpendiculaires sur les directions de ses quatre faces ^ ces 
perpendiculaires formeront deux à deux six angles qui auront en- 
tre eux la relation ci-dessus ; mais ces angles seront les supplémens 

respectifs des six angles dièdres du tétraèdre , d'où il suit que ces 
derniers auront entre eux là relation suivante : 

I— Cos.V— Cos/|3^— Cos.V— aCos.a^Cos.^Cosy 
Cos/cxSin.V4-2(Cos.a^+Cos ^'Cosy)Cos iSCos^y 
-4-Cos*(3Sin/(3^4.2(Cos.p^4-Cos./Cos.otOCos.yCos.a 
+Cos."ySin.V+a(Cos.y/+Cos.a''Cos/y;Cos.aCos.|î 

et la première des deux questions proposées à la page 896 du 
XIIL® volume des Annales , consisterait à déduire de cette équation 
une relation entre les angles a , |î , y , a^ , |3' , / eux-mêmes ; 
mais peut-être parviendrait-on plus aisément au but à l'aide d'un 
procédé analogue à ceux qui ont été mis en usage dans l'article 
de la page 271 du tome 1X« 
Les formules (4) donnent 

r»s:zx*'^^^+x*+'2yzCos,(f f £)+%zxCo^(z , xy-{<kxyCos»(x rf) ; (i6> ' 
c'est-à-^dire que : Ze quarré de la diagonale d*un paraUilipipidé 




PLANS OU GAUCHES, f 333 

esi égal à la somme des quarrés des trois arêtes qui partent de 
Tune de ses extrémités^ augmentée des doubles produits dp des 
arêtes deux à deux , multipliés par les cosinus des angles que 
comprennent leurs directions. 

En vertu des équations (9) , on a 

mais en quarrant la seconde des équations (f4) on a 

r*Cos /(r,:r)==:j;*4:y'Xos/(^3jy)-4rz'Cos/(jr,z)+2 jrjCos.(jr,^) 

•4-ii^^Co8.fjr,z)-f-3i^xCos,(arjjy)Coft.(jr^) ; 

ajoutant cette équation à la précédente, il viendra 

r*=:jr^-|-jr*-|-^*+ajyCos.(jr,j)4-MrzCos.(^,x) 

-|-2/z{ Sin.(j?,j)Sin.(jr,z)Cos.(jrjyflfx)+Cos.(jr^)Cos.(r,x) }*; 

en égalant cette valeur de r^ à celle qui est donnée par la formule 
(16), on aura 

% . ■* 

^\\\S^x^y)^\Tu{x^YlQ^.ixy^x^^ > (ï 7) 

équation qme Ton reconnaîtra pour réqôatioft fondamentale de «la 
trigonométrie sphérique. 

£n vertu des équations (9) ^ on a 

jrSin.(z, 2r)Sin.(zir, rz)==)rSin.(y, z)Sih.(yx,r-c) , 
ySin.(jr, jr)Sin.(^jr , r^)sxSia.Qr^ x)^\fx.i^xy , rx) ; 

xSin.(/, x)Siti.(j>t, ry)sirSin.(àr/^;Sin.(jrjr, ry) ; 

• . ■ -, ....'• 

donc« en multipliant 

' iom.Xr. '■■ - '■■■■■ ••' • '45 
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Sin.(«x« rr)Sin.(^/| rx)Sin,(fg^ rjr)^=Sin.(y9 f rr )Siii.(^jv ^ rjr)tMii»(ji^, yy) » 

On peut, dans l'ëquatlon (i3) faire disparaître , de trots manié* 
res , deux des termes du second membre » en y .supposant nulles 
deux des quantU<?s Cos.(jr , r^) , Cos.(jr , r^) , Co^(z , /^) ; la droite 
7^ , dabord de direction indéterminée ^ devient alors perpendiculaire 
à Tun des plans coordonnés , ce <]ui dooye 



rCos.(r,yr)=JcCos.(«jrx) , rCa8.(r,7»>==)rCo6.()',ffx) , rCos.(r^j^)=?rCo0.(;?,«)r)« (j 

I 

En substituant les valeurs de x ^y j z qui en résultent dans le^ 
équations trouvées ci-dessus , on obt^ndra diverses formules indé« 
pendantes des longueurs des droites r^x^y^zel relatives seu* 
lemeut à leur direction ; les principàleis sont 

Cos. (r,r«) Cc».(r^«) _ Cos.(n9f) ^ , . 

' = c^r^:^) ^«^^'••*>«-c^:i;;^^°* C'->r)+ cs:^^ c<».(r,r) , 

Cos.(r^ jp) Co8.(r,xx) ^ . . , Cos.(r,rg) ^ , < 

Cog.« (r.jrx) Cos.OrtJrjg)Cofl.(r^) 

Co«.»(r.r» Co..(r.»y)Co..(r,rr) ^os.^ , :r) 

• 

Soit encore une droite r^ y menée ^ dans une direction ^el* 
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conque , par Torigine des axes obliques , et soit (x* ^yf ^ x^ son 
extrémité; l'équation (i3), muitipUée par r* ^ donnera 

77^Cos.(r , r^ssTfsCoi.(r* , a:)4-rM:os.(r', r)+r<«Cos.(r' , x) \ 
mais les trois dernières équations (i4) donnent 

r'Cos,(r' , x)i:=zx*-\-y'C<x&.ix , jr)+z'Cos.(z , *) , 
r'Go8.(r', y)=y'-\-z'Cos,(y , x)+^Cos.(3r , y) , 

7^Cos,(r^,;e)=x'+dr'Cos.(x , ^)+j'Cos.(y , z) ; 
mettant ces vakurs dans Téquation prëcÀlehte , elle deviendra 






OCos.(>^,z) J 
:OCos(x,x)i . 



9 ¥ K 9^ y* 1Û 

En sabstituant aux rapporu — , —, — ^ — • — ., —, lenn 

valeurs angulaires, donnëea par 1^ ë<j[ttations (18) , «ette formule 
donnera le cosinus de Tangle de deux droites 9 sapportëes à des 
coordonnées obliques, 

§. vu. 

Les formules relatives à la transformation des coordomiées se dé- 
duisent de 1^'équation (i3) de la manière la plus simple. 

Soient , en eflfet dans l'espace » deux systèmes d'axes obliques 
ayant là même origine ; ^ient x y y ^ z et jr^ , j^ , x^ les coor- 
données d'un même point quelconque ^ dans les deux systèmes , et 
soit r la distance de ce point à Torigine. Si p désigne une autre 
droite de direction arbitraire menée par cette origine' , Téquatioa 
(i3) donuera 
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rCos.(r , p)^x Co8.(jr , p)-\^ Cos.(y , p)-\rz C<».{z , ^ , - 

*rCos.(r j p]=:x^Cos.(x^ >^)-hr'Cos.(j^ , ;>)4--^^Cas.(x' , ;>) j 

et consëquemmeiit 
»Cos.(*,p)+y€<)».(y^)+rCo8.(r^jp)==ye'Cos.(ap'^)4yCo».(yj^)+ (19) 

Nous ferons disparaître deux termes de' cette derrière équation » 
en posant 

Cos.( jr , /^)=o , Cos,(z ,;>)=:o ; 

alors la droite p sera perpendiculaire au plan des yz. Désignant 
alors par (ar, yz) > (^' ^yz) , les angles que fait cette droite avec 
les axes des op et des x' ^ et epiployant des notations analogues 
pour les autres angles' du même genre , Tëquation (19) deviendra 

aCo$/^Xfy'z)t==:a^Cos.(a^yzy\-^^Cos.(y^^yz)'^z^Cos.^^^ ; {20) 



et , comme on, pourrait appliqHer lé même raisonnement à cljiacnn 
des autres axes, on aura, pour les formules générales de .la trans-* 
formation des coordonnéeii , ,, 1 .. . 

dpCos.(a:jyz) = x^Cos.(x^jyz)''\^Cos.(y^^z)*^z^Cos. (z^z) ^ 
yCos.(/,zar)î=jr^Gos.(^^,Zjr)-4-x^Cos.(z^,zar)-|-jrCos.(jr',zjr) ,^ (21) 
^Cos.(z,jry)==;z^Cos.(z^,jrjr)4.jrCos.(ir^jy)4^'Cos. (y^f^y) . 

On obtient par les mêmes moyens y les formules réciproques » 

^ I 

a*Cos,{xfyy*z^)==^Cos.(x,y^zf)-\-yCos.{y,yfzf)-^tCosj(^g,y*T^t 
y'Cos.(yfZfa/)=:yCos.(y^x'y\-zCQS.(z^^a/)+:FCos.(x,z'xO t /(aa) 



> 
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Ces équations sont celles qui résolvent le problème général de 
la transformation des coordonnées. Les neuf coefficiens qui entrent 
dans leurs seconds membres sont« en rertu de l'équation (i5), liés 
par . trois conditions , de manière que sLi seulement d'entre eux sont 
nécessaires et indépend ans« 

Lorsque les axes primitifs des x ^ y^ z sont rectangulaires ^ le^ 
^nations (21) se simplifient et deviennent 

r/Cos.(4r»+ar/Cos.(;^,^)+z^(z^^) , 

=r^Cos.(jr^O^)+z/Cos.(z/,jr)+:r/(^/,y) , 



x=;eCos.(x^^)+jyCos.(:r^,x)+)r^(y^,z) ; 

et les trois équations de relation dont il vient d'élre question ci^ 
dessus 

Cos.*(:r^, jr)+ Cos.*(:i/j)-|- Cos.*(jr^^)=i , 
Cos/(jr/,j)+Cos/(7^z)-fCos/(;r/.:r)=:i , 

Cos.'(^',z)+Cos/(z^^)+Co$.*(^^7)=:i • 

Supposons de nouveau les deux systèmes de coordonnées obli-- 
ques ; mais admettons que les axes ^es x^ ^ yf ^ zf soient respecti- 
vement perpendiculaire aux plajis des yz ^ zx ^ ^f y alors les 
axes des x ^ y y z seront y à l'invense y respectivement perpendicu- 
laires aux plans des y'z^ , z^x^ ,• x^y* , en introduisant ces condi- 
tions dans les équations (21) et (22) , en posant, pour abréger , 



Cos.(y^)=tf , Co$'{zx^y)'=a' y Cos.(Jr,jrz)=A , 

Cos.(z,^)— 3 , Cos.f^j,yz)=*^ , Cos.()r,zjr)=B ^ 

Cos.(2r,y)=:r , Cos.{jz^ai):^ , Co$.{ZyXy)=C . 

Ces équations deviendront 
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Si Ton résout les ëquaUons (a4) par rapport II x ^ y ^Zy en multi» 
pliant respectivement les réstiltats par A , B , C , et posant , pour 
abréger » 

on trouvera 

comparant ces dernières équations aux équations (28) , on aura • 
à cause de l'identité qui doit évidemment exister entre leurs se- 
«onds membres , ^ 



B*(i— *')«;&» , Ck{ca-h)=h'lâ , \ (a5) 

n est mamfeste qae si Ton eût opérë d'abord sar les expiations 
(2)) poar ecMnparer ensuite les résultats aux équations (24); en 
posant , pour afar^er , " 

on aurait eu 
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A'(i— tf'')=A'' , BC(3'<:'-^0=«»* 



:i 



B'(i —*'*)=*'* , CA(r^/j'— ^=:*A' , } (a6) 



C(i— ^0=*'* i AB(ii^*^-<0=:^A 






Equations dont le système équivaut évidemment à celui des premièreSii 
Les axes des x y y ^ z sont les arêtes d'un angle trièdre dont 
les angles plans sont (^fX)^ (/> ^)> (-2»^) ; «t dont nous dési- 
gnerons les angles dièdres respectivement opposés par X , Y , Z« 
On peut supposer que les perpendiculaires élevées ^ux faces de 
cet angle trièdre , sont tellement dirigées que les angles qu'elles font 
avec les ar(}tes opposées n'excèdent pas Tangle droit; alors les cosi- 
nus A » B , C de ces angles sont positifs , et les équations de gau- 
che (25) et (26) donnent 



d'où j par division 



Si Ton compare les produits deux à deux des trois premières ^ 
puis des trois dernières ^ avec les équations de droite (aS) et (^6) 9 
on aura 



M— *=i/7=;?.v/7=^*' , ^tf^— 3'=v^ 



Maintenant , les angles que font entre elles ks perpendiculaire! 
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aux plans des faces de Tangle trièdre , et dont les cosinus sont 
a* ^h' yC^ y peuvent être ëgaux aux angles dièdres X, Y, Z ou bien 
en être les supplémens. La question se décide par Texamen d^un 
cas particulier. Quand les angles plans zx^ xy sont droits, ce qui 
rend i et c nuls y l'angle (y , z) ne diffère pas de l'angle dièdre 
X , et l'on a ^ =:Gos.X ; mais nos formules donnent y en même 
temps — tf=û', donc 43/=:— Cos.X; d'où l'on conclut qu'en géné- 
ral a^ f b' y d sont les cosinus des supplémens des angles dièdres 
X» Y, Z. Quant à A, B^C, ce sont visiblement les sinus des 
angles que font les arêtes avec les faces opposées y angles que y 
pour abroger , nous dénoterons simplement par X^, Y^, TJ. Dé- 
signant en outre , pour abrég^rV «ît, y y ^ y respectivement , les angles 
i^y y z)y {z ^ x)y (^ , j) ; les formules ci-dessus deviendront 

Sin.ârSin.X/=Sin.jSin.Y^=Sin«zSin.Z^s=:it y 
SiuJtSin.X^5=Sia.YSin.Y^=Sin.ZSin.Z^=*^ ; 

Sîn.j? ^^ Sin.^r Sin.jr k 
Sin.X ^ Sin.Y "" Sin.Z ~ V ^ 

Sin.ySln.rCos.X=Cot.«-*Co8^rGo8^ , Siii,YSîn.ZCo8.A:=:Co8.X4-CM.YCos.Z , 
Siik^Sin.xCo8.Y=sCof .)r— Cos^Cos.« , Sia.2jSin.XCo8.y=Co8;Y-f-Co8«ZCoi.X | 
SinjrSin.)rCo8«Z=Cor«r-«Cos«xCo8.)r ^ Sîn,XSin.YCo8.x=:Ca8.Z-{-Ce8«XCa8Y • 

Nous retrouvons donc ainsi l'ensemble des formules de la trigu- 
jiométrie sphérique. 

Le volume P du parallélipîpède construit sur . les grandeurs et di- 
rections des coordonnées x y y y z y est égal à l'aire de la face qui 
renferme les coordonnées x et y multipliée par la perpendiculaire 
abaissée sur le plan de cette face de l'extrémité de l'arête z qui 
lui est opposée. Or, Taire de cette face est xySiïi.{Xyy)y et la 
perpendiculaire a pour expression ;sGos.(z y xy) ou zSiu^Z^ ; donc 

Pss ;r jzSin. {xyy)l&m3J î 

mais nous avons trouvé 
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donc finalement 

ê 
y _ 

Pcs^jZ^l— Co».»(x,y)— Co»,»(7,«j— a)s.»(z,x)+aCos.(x,j^)Cc*(y,i)GoA.(r,x) . 

§. VIII. 

« 

La formule (i3) va nous conduire à Téquation du plan. En dé- 
signant , en eflfet , par p la perpendiculaire abaissée de l'origine des 
coordonnées sur un plan donne de position , ( ^ 9 y » ^ ) représen- 
tant un point quelconque de ce plan ^ et r la distance du même 
point; à l'origine , on aura par IVquation (i3) 

rCos.(r^)==jrCos*(:r,/i)^-jrCos.(jr^)-|-^Cos.(z./?) . 

Or rCos (r , p) n'est autre chose que la perpendiculaire p ; donc 

xCos.{Xyp)+yCo%.{y^p)^zCo&.{z^p)^:^p . (27) 

Telle est donc sous une forme très-simple l'équation entre les trois 
coordonnées de Tan quelconque des points d'un plan donné. On 
doit remarquer, au surplus, que les trois coefficiens du premier 
membre sont liés entre eux par l'équation (i5j qui , lorsque les 
axes sont rectangulaires , se réduit à 

Cos/(ar ,;>)-f-Cos.*(/ , p)+Cos\z ip) = i • 

Dans la même hypothèse , si 

Aa:+Sy+Czs:D 

représente Téquation d'un plan ^ ou aura 

A B C 

Cos/^j?)= 1 , Cos.(r,»)= L, Cos.(zji^)=r ■ - - . 

D 



VA*+B>fC» 

Tom. Xy. 46 
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Soit (x^ yy\ z') un point quelconque de l'espace , et soit P la 
perpendiculaire abaissée de ce point sur le plan (27) ; si, par le 
point (x^^y' ^ z') on conçoit un plan parallèle à celtti-<là, son équa- 
tion sera de la forme 

^Cos.(jr , ;^)4;j^os.( y , ;^)4.^Cos.(^ , p) ^f ; (28) 

et conséquemment on devra avoir 

:rCos.(jr , /^)+y^Cos.( j , /?)+^^Cos.(z , p)^^p' ; 

or , la perpendiculaire P est yisiblement égale & la différence des 
perpendiculaires abaissées de Torigine sur les deux plans parallè- 
les (27) et (218); donc suivant qne le plan (27) sera ou ne seiï 
pas siitïë cfiitre l'origine et le point {pc'^y^^') , on aura 

;iP==;i^-— /?=ar^Cos.(^j/?)-4-;y^Cos.(/jj^)+z'Cos,(z . (29) 

D'après les formules déterminée^ ci-dessus , on voit que , si l'é- 
quatiofn proposée était de la forme 

A^+By4-Czs=D , 

ou aurait alors 



formule connue. 
Soit un second plan 

Tangle des deux plans sera égal à {^p ^ p^ ^ p' étant ici la perpen- 
diculaire abaissée de l'origine sur le second plan ; or , on a ^ §. VI ) 

donc 

formule également connue* 

§. IX. 
Nous terminerons par la recherche des relations entre les aires 
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des faces d'an polyèdre et les angles dièdres qu'elles dëiermineut 
par leur rencontre. 

Soient /g , f^i /, i •• /„ les aires de ce» faces. Rapportons 

le polyèdre & des axes rectangulaires ayant lenr origine dans son 
intérieur ; et soient p% y p^ y Pi ^ ••••• Pn ^^^ perpendiculaires abais- 
sées de cette otigtne sitr les plans de ses faces , et allant conséqueAi^ 
ment du dedans au dehors. Soient ehcore a, , P, , Vi ; «« > ^^ > V, ;•••••> 
^n I ^/i 9 Y» ^^^ angles que font ces mêmes perpendiculaires avec les 
trois faces. 

Si Ton considère un atitre point {x y X f ^y^ pris dans Tinte- 
rieur du polyèdre , comme le sommet commun d'une suite de py« 
ramides ayant ses faces pour bases, leurs hauteurs seront (29) 

^,— arCos.a,— jCos.|3|— zCos.yi , 
, /?,—• orCos.a,— yCos^j— zCos.y, , 



de sorte qir'en désignant par P le rolume de tout le pôlyèdi^ ^ 
égal à la somme des volumes de ces pyramfdes , on aura 

fi(Pi — ^^os.a,— ;^Cos.|î, — ^zCos.y,) 



3P=: 

+ 



+^n(P>r^^os.oL , — ^ôs.j5«— 2Cos.y «) 
ou bien 

i a;(/|Gos.«i-4-I,Cos.«,4-m.«.. f„Co«.«;0 

et, comm# ou a aussi 
il s'ensuit qu'cm doit avoir 
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a:(/,CoS-a,-f-/,Cos.a,+ ^ /^Cos.a„) 

H-7(/.Cos./î. +/,Cos p , 4- ........ /iCos.p„) J =so ; 

^^(/.Cos.y, +/, Cos.y^ + ........ /^Cos-Vb) 

fC , comme x ^ y ^ z sont tout à fait arbitraires et ind^ndans , 
cette é(]uatioii équivaut aux trois suivantes 

/iCos.a,+/,Cos.ûCj+/,Cos.a, +. • /„Cos.aji=:o > 

/,Cos.j3,+/^Gos.^^-4-/jCos.|î, + .,..••••. /„Cos.^^=:o , 
/,Cos.y,+/,Cos y^ +/,Cds.y , + «m^... /^Cos.y» =o ; 

équations absolument de même forme que les équations (2) , re- 
latives aux polygones rectilignes formel , plans ou gauches , de 
sorte que toutes les propositions que nous en avons déduites pour 
ces polygones s'appliquent sans festrictions aucunes , aux polyèdres , 
pourvu iiïxe Ton substitue les aires des faces aux longueurs des 
côtés et les directions des perpendiculaires à ces faces à celles de 
ces mêmes cotés ; et c'est dssez dire que nous ne devons pas insis- 
ter davantage sur ce sujet. 

QUESTIONS PROPOSÉES. 

Théorème de Géoméirie. 

Une circonférence dont le rayon est r étant divisée en n parties 
égales , et 772 étant un nombre plus petit que n , la somme des 
(nm)^^* puissances des droites menées aux point*; de division , d'us 
point quelconque du plan du cercle , éloigné de son centre d'une 
quantité k a pour expression 



y 



; 
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OPTIQUE. 

Recherches d^analîse sur les caustiques planes ; 

Par M. G ERG ON NE. 



XjES travaux des BernouîIIi , de la HIre et de l'Hôpital sur les 
caustiques semblaient en avoir épuisé la théorie , et elles étaient , 
en eflfet, tombées dans une sorte d'oUbli, depuis près d*un siècle, 
lorsque les belles recherches de Malus ramenèrent, à Tenvi, l'at- 
tention des géomètres vers ces courbes qui jouent un rôle si im- 
portant dans les phénomènes de la vision , dont la génération est 
SI facile à concevoir , et qui pourtant se montrent quelquefois si 
réfractaires à Faction du calcul. 

Déjà Petit avait donné ^ dans le H.^ volume de la Correspon- 
dance sur Ticole polytechnique ( pag. 354 ) » une mAhode très- 
élégante pour construire par points la caustique, soit par réflexion 
soit par réfraction , relative au cercle , et par suite à la sphère , 
lorsque, dans le V.* volume du présent recueil ( pag. 283 ), je 
m'occupai de ramener a la théorie des caustiques de phénomène 
des images multiples , auquel donne naissance tine glace étamée ou 
non étamée , à faces parallèles. J'insinuai dès lors ( pag. 28g ) , 
qull se pourrait bien que les caustiques , d'une figure si compli- 
quée pour l'ordinaire , ne fiissenl qu€ tes développées dautres cour^ 
hes beaucoup plus simples^ Dans le XI.* volume ( pag. :aag ) , je 
déterminai la nature de la caustique formée par les rayons éma-^ 
fiés de l'un des points d'un milieu homogène^ après avoir péué-^ 
Tom\ XV ^ /î.® XI ^ I.*' mai iSaS» 4/ 
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ifé dans un autre milieu homogène , séparé de celui-là par un plan, 
et je prouvai que celle caustique était , dans tous les cas , la dé- 
veloppée d'une section coinqr.e. Revenant ensuite de nouveau , dans 
le XIV.* volume ( pag. i ) , sur les lentilles planes , à faces pa- 
rallèles, je prouvai , contre l'opinion commune, et toujours par la 
considération des caustiques , que ces sortes de Icnlilies partagent 
avec les lentilles convexes la faculté amplificative. 

Dans le mrme temps M. Dupin venait de faire paraître ses Ap-^ 
pUcotions de géoméirie , dans lesquelles il donnait une extension 
importante à la théorie dont Mnl.us avait posé les premières bases ; 
je prouvai, à ce sujet, dans le m(}me volume ( pag. 129 ) , que 
la recherche de la caustique produite par un nombre quelconque 
de réflexions et de réfractions , à la rencontre de surfaces quel- 
conques , pouvait toujours Otre réduite à celle de la caustique pro- 
dui e soit par la réflexion soit par la réfraction , à la rencontre 
d'une surface unique , ou encore ù la recherche de la développée 
d'une surface déterniinée^ 

J'étais , depuis quelque temps , en possession de Téquition de 
la caustique par réflexion sur le cercle , et par suite sur la sphère , 
qui n'avait encore été donnée par personne ; mais je l'avais ob- 
tenu par des calculs trop prolixes et sous une forme trop peu élé- 
gante pour songer à la publier , lorsque j'appris, par les journaux, 
que M. le professeur Auguste de Larive , de Genève , venait de 
publier un mémoire dans lequel , disait-on , il s'occupait de la re- 
cherche de cette même caustique , non seulement pour le cas de 
la réflexion , mais pour le cas , incomparablement plus difficile , 
de la réfraction , lequel renferme Tautre , comme cas particulier. 
Quelle que fut mon impatience de connaître le mémoire de M. 
de Larive , il ne me parvint qu'assez lard. Je me hâtai de le par- 
courir, j'y rencontrai beaucoup de choses fort intéressantes; mais je 
n'y trouvai point Téqualion annoncée. Rebuté sans doute par la com- 
plication des calculs , l'auteur avait pris le parti de recourir à des 
approximations , ressource uès-utile sans doute pour les applications 



PLANES. 3^7 

pratiques , mais dont Temploi laissait tout à fait entière la ques- 
tion spéculative que j'avais en vue. 

C'est fort peu de temps après que m'est parvenu le mémoire 
de M. Sturm , inséré dans le présent volume ( pag. 2o5 ) , et dans 
lequel il démontre que la caustique , soit par réfraction soit par 
réflexion , relatis^e au cercle , est constamment la développée dune 
courbe telle que la somme ou la différence des produits qu'on oh* 
tient en multipliant les distances de ses points au point rayon-- 
nant et à son conjugué ^ par rapport au cercle^ pris pour foyers ^ 
par des nombres constans , est égale à une longueur constante* On 
volt que M. Sturm est entré dans la bonne voie , dans celle que 
j'avais indiquée il y a déjà plusieurs années , et qui consiste à 
chercher , au lieu de la caustique , la courbe dont elle est la dé- 
▼eloppée. 

Je me proposais de profiter du premier moment de loisir que 
je rencontrerais pour chercher de nouveau , à l'aide des résultats 
obtenus par M. Sturm , la caustique par réflexion relative au cer- 
cle , espérant l'obtenir ainsi, par un calcul plus simple et sous une 
forme plus concise , lorsque j'ai reçu , avec une lettre de M. Que- 
telet , professeur d'astronomie et de physique au umséum de 
Bruxelles , les cinq premières feuilles imprimées du IIL* volume des 
Mémoires de T académie royale des sciences de la même vilte , 
contenant le commencement d'un mémoire de ce géomètre sur une 
nouvelle manière d envisager la génération des caustiques planes , 
soit par réflexion soit par réfraction. Par sa lettre d'envoi , M. 
Quetelet déclare qu'il est depuis trois ans en possession des idées 
qui fornieiit le fond de son mémoire ; il se plaît à reconnaître 
que les conseils que M. Lacroix a bien voulu lui donner, il y a 
déjà plus d'un an , n'ont pas peu contribué à en améliorer les dé- 
tails ; il ajoute enfin que , frappé des nombreux points de ressem- 
blance qui existent entre les résultats obtenus par M. Sturm et 
les siens , il n'a pu , avant même l'impression terminée , résister à 
Teuvie de m'adresser les quarante premières pages de son mémoire , 
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afin de' me mettre en situation de juger pfir moi-même de cette 
ressemblance. 

M. Quételet est parrenu en effet , pour la caustique relative 

au cercle, à des conclusions pareilles à celles de M. Sturm ; mais 

ce qu'il dit de cette courbe nest qu'une application particulière de 

'deux principes très-ëk^gans sur les caustiques planes en général , 

et qu'il énonce en ces termes : 

I. La causiiijue par réflexion pour une courbe plane ^uelcon-^ 
que , et pour un point rayonnant , situé d'une manière quclcon^ 
que dans le plan de cette courbe j est la-déi^eloppée de Fem^eloppe 
de tous les cercles qui y ayant leurs centres sur la courbe rejlé^ 
chissanie , passent par le point rayonnant. 

IL La caustique par réfraction , pour une courbe plane quelcort- 
que , et pour un point rayonnant situé dune manière quelconque 
dans le plan de cette courbe. <, est la développée de t enveloppe de 
tous les cercles qui ont leurs centres sur la courbe séparatrice des 
deux milieux , et dont les rayons sont aux distances de ces mêmes 
centres au point rayonnant dans le rapport constant du sinus de 
réfraction au sinus dincidence. 

On doit remarquer , au surplus , que ces deux principes n'en 
font proprement qu*un seul , attendu que le premier se déduit dii 
second , en supposant , dans celui-ci , que le rapport du sinus de 
réfraction au sinus d'incidence est égal à moins un. C'est ainsi 
qu'en ont usé constamment M. de Larive et M. Sturm , et que j'en 
ai usé moi-m(>me dans le deuxième article du tom. XIY , rappelé 
au commencement de celui-ci. 

M. Sarrus se trouvait momentanément à Montpellier , lorsque je 
reçus la lettre et le commencement du mémoire de M. Quetelet 
Il m'observa que les deux principes de ce géomètre pouvaient être 
déduit , à priori , de la théorie des ondulations. Ayant fait remar- 
quer ensuite à M. Sarrus que malheureusement ces deux principes 
se trouvaient illusoires, dans le cas des rayons incidens parallè- 
les ; après un moment de réflexion ^ et en s'aidant toujours de la 
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théorie des otidulations et de celles des courbes parallèles , don<-« 
nées par M. Crelle ^ au commencement du XII.^ volume du présent 
recueil , M. Sarrus me dit qu'alors sans doute ces principes de* 
raient être remplacés par les deux suivans ; ce qu'une analise ri- 
^[oureuse a complètement justifié. 

I, La caustique par réflexion y pour une courbe plane éjuelcon^ 
^ue , el pour des rayons incidens parallèles entre eux dirigés 
^une manière quelconque , dans le plan de cette courbe , est la 
dés^eloppée de l enveloppe de tous les cercles qui ont leurs centres 
sur la courbe réfléchissante et qui sont tangens à une perpendi^ 
culaire menée arbitrairement à la direction commune des' rayons 
incidens^ 

If. La caustique par réfraction , pour une courbe plane quelcon-- 
ifue et pour, des rayons incidens parallèles entre eux , dirigés d'une 
manière quelcomfue dans le plan de cette courbe y est la dévelop-^ 
pée de t enveloppe de tous les cercles qui ont leurs centres sur la 
courbe séparatrice des deux milieux y et dont les rayons sont aux 
distances de ces mimes centres à une perpendiculaire menée arbi^ 
trairement à la direction commune des rayons incidens , dans le 
rapport constant du sinus de réfraction au sinus dincidence. 

Depuis le départ de M. Sarrus , j'ai pensé qu'il serait plus sim*- 
ple et plus élégant de n'avoir , s'il était possible , qu'un principe 
unique qui put se plier indistinctement au cas oii les rayons, in- 
cidens partent d'un point voisin et à celui où ces rayons sont pa- 
rallèles ; et , après quelques recherches , je suis parvenu aux deux 
principes que voici. 

I. Im caustique par réflexion y pour une courbe plane- quelcon^ 
que , et pour un point rayonnant sifué d'une manière quelconque 
dans le plan de cette courbe y est la développée de F enveloppe de 
tous les cercles qui , ayant leurs centres sur la courbe réfléchis^ 
santé ^ sont tangens à un mime cercle , décrit du point rayonnant 
comme centre , avec un rayon quelconque. 

IL La caustique par réfraction , pour une courbe plane queb^ 
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conque , et pour vn point rayonnant situé dune manière tfvelcon^ 
eue dans le plan de cette courbe y est la développée de F enveloppe 
de tous les cercles qui ont leurs centres sur la courbe séparatrice 
des deux milieux , et dont les rayons sont aux distances de ces 
mêmes centres à une circonférence décrite du point rayonnant 
comme centre , avec un rayon quelconque , dans le rapport constant 
du sinus de réfraction au sinus d'incidence. 

On voit que , si , dans ces deux théorèmes , on suppose le rayon 
arbitraire nul , on retombe sur ceux de M. Quetelet , et que , si , 
au contraire , en supposant le point rayonnant infiniment éloigne, 
on suppose ce rayon infini ^ on obtient ceux de M. Sarrus. On doit 
remarquer aussi que , dans Tapplication du premier de ces deux 
principes , les cercles dont on cherche l'enveloppe peuvent indis- 
tinctement toucher extérieurement le cercle arbitraire qui a son cen- 
tre au point rayonnant , ou bien l'envelopper ou encore en être 
eux-mêmes enveloppés , si la courbe réfléchissante coupe ce dernier 
cercle. Pareillement , dans l'application de l'autre principe , on peut 
prendre pour distance des centres des cercles dont on cherche l'enveloppe 
au cercle arbitraire qui a son centre au point rayonnant , leur plus 
courte ou leur plus longue distance à ce cercle. L'essentiel est seiN 
lement que les cercles dont on cherche l'enveloppe se troavent 
tous dans les mêmes circonstances par rapport à celui-là. 

Ces deux principes sont également précieux sous le point de vue 
analitique et sous le point de vue graphique. Sous le premier de 
ces deux points de vue , en effet , ils semblent offrir le procédé lé 
plus simple et le plus natui^l qu on puisse employer pour parvcr 
nir à l'équation de ^ta 'caustique. Sous le second, il présente tou- 
tes les facilités qu'on peut désirer pour en tracer le cours. En tra- 
çant , en effet \ un assez grand nombre de cercles dont on cher- 
che l'enveloppe , pour que ces cercles se trouvent fort rapprochés 
les uns des autres , l'enveloppe s'offrira pour ainsi dire d'elle-même 
dans leurs intersections consécutives. En outre , à wisou de l'iudé* 
term.inatioa. du rayon du cercle qui a .son centre au point rayon- 
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nabt, on pourra se procurer plusieurs enveloppes ; et dès lors il 
deyleridra facile de leur mener à vue des normales communes , 
dont les intersections <:onsécuiivcs dessineront la caustique cherchée. 

J'allais livrer tout ceci à Timpresslon , lorsque j'ai reflcchî que, 
si ces principes suffisaient pour des rayons qui subissent une rd- 
flexion ou une rt'fraction unique , il n'en était plus ainsi pour ceux 
qui subissent plusieurs réflexions ou réfractions consécutives , ou 
qui subissent alternativement des réflexions et des réfractions , dans 
un ordre quelconque ; attendu que , dès la seconde réflexion ou 
n'fraction , les rayons incidens cessent de partir d*un même point 
ou d'être parallèles , mais sont simplement tangens à une même 
caustique ou normaux à une même enveloppe. J'ai donc pensé 
que , pour ne plus rien laisser à dire sur ce sujet , il fallait éta- 
blir des principes relatifs à la caustique qui doit répondre à des 
rayons incidens normaux à une même courbe plane , réfléchis ou 
réfractés à leur rencontre avec une' autre courbe plane , située dans 
un même plan avec celle-là; et, au point où j'en étais parvenu, 
il ne m'a pus été difficile , avant même toute démonstration , de 
deviner les deux théorèmes suivans qui , pour parler le langage 
des adeptes de la philosophie de Konigsberg , sont à l'égard des 
caustiques planes , .d'une généralité cbsolue. 

THÉi)RÈME L La caustique par réflexion ^pour une courbe plane 
réjlèi:hissante quelconque , el pour des rayons incidens normaux à 
une autre courbe plane aussi quelconque , située dans un mime 
plan avec celle-là , est la développée de t enveloppe de tous les cer-- 
des qui , ayant leurs centres sur la courbe réfléchissante , sont tan- 
gens à la courbe à laquelle tous les rayons incidens sont normaux. 

THÉORÈME IL Im caustique par réfraction , pour une courbe 
plane quelconque ^ séparatrice de deux milieux , et pour des rayons 
incidens normaux à une autre courbe aussi quelconque ^ située dans 
un même plan avec celle-là , est la développée de F enveloppe de tous 
les cercles qui ont leurs centres sur la courbe séparatrice , ei dont 
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les rayons sont aux distances de ces mêmes centres À la eourhé 
à laifuelle tous les rayons incidens sont normaux , dans le rap-^ 
port constant du sinus de réfraction au sinus d'incidence. 

Les deux pri'ct'deiis principes , que j'ai moiUro renfermer, comme 
cas parliculiiT , ceux de M. Qiieulet et ceux de M. Starm , ne 
sont ens-mémcs que des cas parlicnlîers de ces deux théorèmes ; oq 
les en déduit, en effet, en supposant simplement que la courbe à 
laquelle tous tes rayons incidens sont normaux est la circonfiVence 
d'un cercle ou une ligne droite , qui n'est elie-mLimc qu'un cercle 
dont le rayon est inflni. Et comme , d'un autre eôlé , le Théorè- 
me II renferme implicitement le Théorème I, de la mt'me ma- 
nière que le deuxièiçe principe de M. Queiclei ou celui de M. Sar- 
rus renferme implicitement le premier, îl s'ensuit que ce Théorème 
II est à lui seul l'expression générale de toute la théorie des 
caustiques planes, 

■ O» voit que des rayons luminenx , émanés d'nn point , après aroir 
subi une première réflexion ou une première réfraction , devien- 
dront normaux à une premiijre enveloppe ; qu'après avoir ^té de 
nouveau réflécliis ou réfractés , ils deviendront normaux à une se- 
conde enveloppe , et ainsi du resté ; et la développée de la der- 
nière enveloppe sera la caustique à laquelle ces rayons , succes- 
sivement réfléchis ou réfractés, donneront naissance. 

Ainsi se trouve pleinement confirmée , ponr les caustiques pla- 
nes, la conjecture q^ue j'avais hasardée, il y a déjà dix ans; on 
voit , en efTet , que , de quelque manière que ces courbes soient 
engendrées , elles sont toujours des développées d'enveloppes d'une 
sulie de cercles , c'est-à-dire , des développées de courbes qui sont 
d'ordinaire d'une nature asscx simple. 



M. Quetelet a déduit la démonstrnlion de ses deux principes , 
par la géométrie descriptive , de la cousldéraliuu des surfaces de 
révululion. Faute di-s IJglires , qui ne me sont pwint encore parve- 
nties , je' n'ai pit suivre qu'assez imparfaitement les raisounemeos de 
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l'auteur; mais it me paraît «ju'il serait assez facile de les rempla- 
cer par des considi^rations puisées duiis la g(-ora^trle plane la plus 
éléraenlaire. Peut-être nu>me ne serait-il pas impossible de rame- 
ner à celte même g(.'ométrie la démon stra lion de dpnx tli(^orènies , 
beauconp plus générant , par lesquels je viens de les remplacer. 
Cependant, pour la satisfaction de ceux d'entre les lecteurs qui comme 
moi peuvent éprouver quelque gène à promener alternativement 
leurs regards d'un texte sur une figure et d'une figure sur un texte , 
j'ai pensé qu'il valait mieux recourir i l'usage du calcul ; d'autant 
que, comme on le verra tout à l'heure, il n'est pas nécessaire ïcî 
d'en faire une tri-s-graiide dépense. 

Le calcul peut , eu cette rencontre , ^ire employé de deux ma-- 
Bières diû'érentes. On peut supposer le théorème connu , et em- 
ployer le calcul à en démontrer l'exaclitride : c'est la marche syn- 
thétique que l'on persiste encore aujourd'hui à suivre dans les 
traités de géométrie élémentaire. On peut , au contraire , supposer 
le théorème tout h fait inconnu, et montrer comment le calcul au- 
rait pu y conduire depuis long-temps , si nous étions plus adroits 
à le manier ; c'est la marche aualitique , bien préférable à l'autre , 
et qu'il convient d'autant mieux d'adopter ici qu'elle pourra don- 
ner d'utiles directions dans les recherches qui restent encore à faire, 
relativement aux caustiques que forment les rayons réfléchis ou ré- 
fractés , à la rencontre d'une surface courbe quelconque. 

Soit donc une courbe plane (^eFcoaque , séparatrice de deux 
milieux homogènes , de densité dltTérente i et soit une autre courbC' 
plane aussi quelconque , située dans le même plan avec la pre- 
mière , et de tous les points de laquelle jaillissent ,, dans des di- 
rections normales , des rayons lumineux qui se réfractent à la ren- 
contre de l'autre courbe. Soit — le rapport constant du sinus 

d'incidence au sinus de réfraction, 
Soient rapportées les detu courbes à'deuz axes rectapgultt^ 
Tom. XK ' ._.....'- ^^ 
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quelconques y soit (/^u^) un point de la seconde courbe; duquel 
jaillît un sayon iucidènt ; soit (tju) le point d'incidence sur k pre- 
^ mère, couche; soit (^»/) un quelconque des pdiots âk. là direc- 
)ioa - du rayon réfracté ; et prenons > enfin JC., Y pâjO- 3jriiil>ole des 
coordonnées : courantes. ■ ' r 

Les coordonna / et £r devront être liées jpar une relation cou- 
ftue } ei; il en sera de même de /^ et u*. Reprenions ces deuiu 
relations par 



^ - # • ^ 1 



De ces deux relations on d^d^ra y en / çt i^ , i^ et u^ , les 

iu Au' 

valeurs de* -p et -^ ; valeurs que ^ p6ur abréger, nous repré** 

sëbtérons respectivement par./? ei p^. 

Les équations dix rayon' incident , du rayon réfracté et de la^'nor- 
inale au point ainciaen<;e seront respectivement 



» ■ 



r^a=t -^ (j\:w) ,; 



j / 
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On am^st'^ en -MohséqhenceVpir les formules connues 



Sinus d'incidéiice 



f ' •.• . 



V(«-H»*>t«-H^) ' 



f .' I 






c" 



en divisâiit'ceS dë&l: formulés funé par'fdutre/''on ^evra'donè avdSr 



.V 
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de plus, les coordonnées i et u, V ex u' se irooreiont liées par 
la condition 



II— II' I 



t*-^» pf • 



c'est-à-dire ^ 



(^-/0+M«-«0=o , (:^) 



«u moyen de laquelle Téquation (i) deviendra 






(3) 



' Cela posé ^ si Ton prend un cpielconque des systèmes de valeurs 
de i' et u^ donnés par l'équation V^z=:o , ainsi que la valeur cor- 
respondante de p^ y pour les substituer dans Téquation (2) » Féqua-* 
lion résultante en / et 11 , combiaée avec /^==o , donnera les va- 
leurs correspondantes de i ^ u et /i ; et , en substituant ces valeurs 
dans (3 ) , l'équation qu'on en obtiendra ^ en x el y y sera indis« 
tinçtement satisfaite par tous les points de (a direction du rayon 
réfracté. 

Puis donc que cette équation laisse x et./ indéterminés , et n'é- 
tablit entre elles qu'une simple relation ^ il doit nous être peitiif ^ 
de la décomposer arbitrairement en deux autres ^ qui alors donne«- 
ront, pour x el y ^ les coordonnées d'tm ppint déterminé de la 
direction du ray^on réfracté qui répond an point de départ (x ^ y) 
du rayon incident. 

Qr , 00 satisfait & cett^ éqaation^ €a posant à U ûnÈ;^r 
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(^-/y-l-(r--«)'=^ {(/-//)'+(i^0'} f (4) 

(ir-/)+K^ywô)= ^ ((/-^/)+^(„_«/)} . (5) 

■ 

car , en divisant la racine qufirrëe de la première par la seconde » 
Qh retombe sur la proposée ; donc les équations (4) et (5) , pour 
chaque point de départ (/^ , u^) d'un rayon incident , feront con- 
naître un des points de Ih direc^on du rayon réfracté. Examinons 
quel est ce point. 

L'équation (4) est celte d'un cercle qui a son centre (/ , i^) sur la courbe 

séparatrice des deux milieux et dont le rayon — . t/ (/— lO'+cu^iiO* ' 

est à la distance [/ {t^^tf) >-f (tt—uO* ^^ ^^ centre à la courbe des 
points de, laquelle "émanent les rayons incidens dans le rapport . 
constant^ au sinus de réfraction- au sinus d'incidence; ainsi le point 
.de la direction du rayon réfracté donné par les deux équations 

(1) et (5) doit être un des points de la circonférence d'un ^el 
cercle.' 

"^ Si l'un pr'end la dérivée de l'équation (4) par rapport à /, i^ » 
ï^ y u\ j considérés comme quatre* paramètres vsfriablés , liés entre 
eux jpaîr les deux équation^ F=o , K^sro et par Téquàtibn 

(2) ; bu , ce qui revient au même , si on la différélitie par rap* 

port à /^, en y considérant t ^ u ^ u' ^ comme des foneti#ns de' 

cette variole indépendante, et ;r et ^ comme constàns y en ob-*' 

du iû àt ii 

servant que ^ = jj!; jjr=/' 57 » '^ ^'^^""^^ 



d^ n« r- . . _ d/ 



. . w m* •• eu' 

^ , • ■ -• ■ . . ■ . . .... 

• d/ 

OU simplenènt ^ .en rertn de. l'^quatioa (2)> et en dÎTisant pgr. ^ 
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c'est-à-dire , Tëquation (5) elle*méfne; donc, suivant la tli^rie des 
enveloppes , les valeurs de or et j données par les équations (4) 
et (5) sont les coordonnées du point où le cercle donné par l'é- 
quation (4) est touché par Tenveloppe de tous les cercles décrits 
sous les mêmes conditions ; àq^c le rayon réfracté , qui part du 
centre de ce cerclé , est normal i Tenveloppe en ce point ; donc 
leis rayons réfractés ne sont autre chose que les normales aux dif- 
férens points de l'enveloppe ; donc la caustique formée par les in« 
tersections consécutives de ces rayons, c'ést-à-dire , la courbe à la- 
quelle ils sont tangens , n'est autre que la développée de cette 
enveloppe : ' or c^st précisément en cela qtie consiste le TMorème^ 
II ; ce théorème est donc coqiplètenient démontré ; le Théorème I 
Test donc également , puisqull n'est qu'un cas particulier de celui-là. 

^ , au lieu de donner, la surface séparatrice on donnait Tenve- 
loppe , c'est-à-dire « la trajectoire orthogonale de tous les rayons 
réfractés , en éliminant x et y entre l'équation de cette trajectoire 
et les équations (4) et (5) , ^puis t^ et u^ entre l'équation résuK 
tante « l'équation F'^zzio et l'équation (2) ;. l'équation qu'on obtien- 
drait, en t ^ u y p serait l'équation difTérentielle de la courbe sé- 
paratrice inconnue. 

Si , la courbe séparatrice et la trajectoire orthogonale des* rayons 
réfractés étant données , on demandait la trajectoire orthogonale 
des rayons incidens, «ntre Téquation de la première trajectoire et. 
les équations (4) et (5), on éliminerait d'abord jt et y % tm élimi- 
nerait ensuite i ex, u entre l'équation résultante, l'équation Fsq 
et l'équation (2) ; et l'équation en /^ , W ^p* à laquelle on parr . 
viendrait ainsi serait celle de U trajectoire orthogonale des rayotis 
incidens. . : c 

Ainsi-, de ces trois coufbes , la trajectoire orthogonale dés rayônS'- 
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ificidens , la courbe séparatrice des milieux et la trajectoire ortho- 
gonale des rayons réfractés y deux quelconques étant connus , on 
peut toujours déterminer la troisième. On voit même que chacun 
des trois problèmes compris sous cet énoncé ^général est suscepti- 
ble d'ùué iiifinité de solutions* 

Bans un prochain article , nous ferons Tapplication de la théo*- 
rie qui vient d^étre développée à quelques exemples particuliers ^ qui 
montreront combien elle facilite les calculs. 



*»—* 



GEOMETRIE. 

Béclamalion rélaliçe à Furticle de la page 25y du, 

présent wlume ; 

Par TÂUTEUR de Tarticle de la page iSa , du tomo XIII.^ 



A Monsieur le Rédacteur des Annales 4 

m 

Monsieur , 

■ 

J'ai lu , dans le numéro des Annales de février 182 5 ^ les re-» 
flexions d'un anonyme sur la propriété de minimum dont jouit la ' 
surface de la sphère ^ entre celles de tous les corps de même vo-, 
lume. ' 

L'auteur ( pag. a6o ) s'exprime ainsi: « or ^ en appliquant lit?/ 
p téralement le raisonnement que l'auteur de la démonstration donl^. 
> il s'agit applique à la surface de la sphère ^ ou serait conduit 
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n à Cônclare que la surface minimum doit ^tre teHe , dans tous 
» les cas y que les plans tangens aux deux extrëmitës de Tuné 
» quelconque de ses cordes et le plan perpendiculaire sur son mi- 
» lieu , se coupent tous trois suivant une même droite ». 

L'objection de lauteur des réflexions serait concluante , si Ton 
cherchait à applique^ les propriété du tronc de prisme triangu- 
laire isocèle au corps qu'il considère , et dont une section est une 
dtttpse ; mais il est évident que les propriétés de ce tronc de prîsme^ 
ne sauraient être susceptibles d'une telle application y puisque ses 
faces latérales sont des trapèzes isocèles qui ne sauraient être ins- 
crits a une ellipse qu'autant que ses arêtes latérales seraient pa- 
rallèles à Tun des diamètres principaux de cette courbe ; Tobjec- 
tion tombe donc d'elle-même , toutes les fois que la base donnée 
est diflférente d'un- cercle ; puisque le cercle est la seule figure 
plane à laquelle on puisse inscrire un trapèze isocèle dans toutes 
sortes de directions» On voit - en même temps -que le corps de vo- 
lume donné dont la surface est minimum doit avoir toutes ses sections 
planes circulaires ou n'en *dbll Sf oir âiïcune ; et il n'en faut pas 
davantage pour prouver y sans calcul y que y lorsque sa base plane 
est une ligne dû second ordre ^ différente dn cerôle, sa surface ne 
3^urait .être une surface dû . second ordre ; ptisqn'une telle surface 
peut toujours être coupée cîrculairement par des plans ^ dans deux 

directions différentes* 

• 

t Je partage d'ailleurs jJeinement , Monsieur , Topinion de ràuteuf 
des réflexions y sur l'abus que l'on fait des notations fonctionnelles y 
et je pense comme lui* cpi^nne question ne doit être réputée réso^ 
luejju'^utoint que ces symboles, out .été élimines.des. résultats obtenus. 

, J'ignore si vous avez appris la mort de M. Durrande y :enlevé 
j^ar une maladie de poitrine y dans la nuit di^ 6 au 7 de ce mois^ 
C'est une véritable perte pouf les sciences mathématiques qu'il cul-^ 
tivaib. avec tant de snocès ; il peut même en être regardé ^omme^ 
le martyit; tsar 'il ne cessait de s'en occuper, au milieu de ses 
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souiTrances ; ce qtii , joint au trop de confiance qu'il accordait peùl- 
éUe aux médecins , n'aura pas peu conlribuc à abréger ses jours ('). ' 



Agréei, «le. 



Marseille, le 22 février iSsS. 



ANALISE TRANSCENDANTE. 

Noie sur le Mémoire de M. Vernibb , iméré à la page 
i65 du présent volume , 

Fai- M. Gergonns. 



Quelqu'un vient de nous faire observer que plusieurs des résul- 
tais obtenus par M. Veruier , dans son Mémoire , inséré à la page 
iC5 du présent volume, se trouvent impliciteincnt contenus daai 
des résultais plus généraux , antérieurement publiés par M. Caucliy, 
L'auteur de celte observation est loin de prétendre , en la faisant, 
déprécier le travail de M. Vernier ; il veut seulement t.* muutrer 
toute la fécondité des résultats obtenus par M. Cauchj ; 2»» oflrir è 



(*) M. Durrande , igë de moins de a8 ant , «'élftit formé «bwtiiment «ul, 
dans une tr^petiie rille de la Cuienne, où il n'avait d'autres secours ^tia 
celui des livres. Il préparait uu traité purement géométrique des turfacei 
du stcvad ordre; doiu igaoroiu du» i|uel état il aura laissé cet ouTtase» ■ 

J, D. G. 
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M. Yernier une sorte de vérification de ses formules qui ne pourra 
que lui inspirer un nouveau degré de confiance dans les résuU 
tats de ses recherches. 

Par exemple , dans le Bulletin des sciences pour 1822 ( pag. 
169 ) , M. Gauchj a donné la formule 

r^ ^^2^+^^^ jp:^^ZrS''' !l±Jr+ etc. , 



où les termes qui suivent le premier , dans le second membre , ne 
doivent point élre employés dans le cas particulier que M. Yer^ 

nier considère. Or , si Ton pose, en général, •=-—==<?(«)> d'où 

— — =sutf(ji) , et qu'on ne garde que le premier terme du second 
membre, il viendra 



(Cos/?-|-y/=7Sin-/?)(p(Cos.;9+y/— iSin./>)d/? = v'— 1 / ?(^ydr; 



ou bien 



/%/'V-».y(^,pV-«^a^^^/=/+|y(,)d^ . 



d'o& 



qui est exactement , aux notations près , la formule (P) , donnée 
par AL Vernier, à la page 180. 

Tom.Xr. 49 



362 INTÉGRALES 

£n second lieu ; dans le XIX.® cahier da Journal de FÈcoIe 
polytechnique ( pag. 675 ) , si , dans la formule (7) de M. Caucby^ 
ou fait f/=o , çff'=z'wr ^u'^i , u''zs,o , elle devient 



qui se réduit à 
ou bien 

on néglige ici A , à cause de Thypoilièse de M, Vernîer ; et Toft 
retombe encore , comme on voit , aux notations près sur sa for- 
mule (P) 

Maintenant , si , dans la formule (3) du même mémoire ( pag. 

574 ) 9 on fait U+Vv/IIT=i/.^''^'^*'^""' , on aura 

du ■ •'d^' \ Y / 



ce qui change les fonctions X et 4^ de cette formule en deux au- 
tres qui y substituées dans la formule (5) de ce même mémoire , 
donnent 






$ 
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/ — TT- f l — 7' — ' ) 7~ ^ i -^ — J 



"AL 






=/:i'-^'C^)- 




Si , dans cette dernière formule , on fait ^^=0 , ç'^=qo , i/'=o y 
u^'=zi y on aura 



d'où 




C'est aux notations près la formule (Q) de M. Vernier , (pag. i85 ^. 
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OPTIQUE 



Sur une nouvelle doctrine de la vision. 



( Extrait d'une lettre au Rédacteur des Annales. ) 



Il y a , Monsieur , déjà plus d'un an que j'ai lu , dans les 
feuilles publiques , que M. C. J. Lehot y ingénieur des ponts et chaus- 
sées , à ce que je crois , trouvant sans doute de graves inconvé- 
niens à ce que de simples images des objets extérieurs fussent ap-» 
pliqués tout à plat sur la rétine ^ avait décidé souverainement que 
désormais ces objets se peindraient , en relief, aux diflférens points 
de l'humeur vitrée ; que, pour de bonnes raisons sans doute, il 
s'était adressé à TÂcadémie de médecine , de préférence à celle 
des sciences y pour y faire enregistrer son édit sur ce sujet ; et 
que celte société savante l'avait engagé à poursuivre ses travaux 
sur le phénomène de la vision. 

M. Lehot paraît avoir mis ce conseil à profit y car je lis y dans 
le Bulletin universel de M. le Baron de Férussac ( février 1826, 
pag. io4 > n.® 125 ) qu'il croit avoir découvert, par des expé- 
riences qu'il a faites l'an dernier , la loi mathématique qui dé- 
termine la grandeur apparente des corps y loi qu'il exprime ainsi : 
Les grandeurs apparentes des corps sont en raison composées de 
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la directe des grandeurs réelles ^ de la directe des logarithmes des 
distances réelles et . de T inverse, de ces mimes distances. 

M. I^eliot pense qu'on pourra traiter , à l'aide de son principe , 
nne multitude de problèmes dont on ayait donne jusqu'ici que des 
solutions erronées ; qu'on pourra y par son Sfpours ,^ non seulement 
expliquer , mais môme mesurer mathématiquement la plupart des phé- 
nomènes connus sous le nom à' illusions optiques \ tels^ par exemple, 
que celle de l'allée d'arbres de Taquet , dont vous vous êtes oc- 
cupé ^ Monsieur , dans le volume de V Académie du Gard pour 1807 ; 
et qu en un mot ce principe doit donner naissance à une science tout 
à fait nouvelle ; et je ne puis me refuser à penser, avec M* Lchot^ 
que cette science sera très-nouvelle en effet. 

Soit un corps placé à une distance variable de l'œil , représentée 
par X ; et soit, à cette distance > / sa grandeur apparente. Suivant M. 
Lehot j on devra avoir 

ysA — — ; 

m 

'A étant une constante à déterminer par Texpérience; Je ne dirai 
rien du cas où le corps en expérience serait situé derrière la tête 
de l'observateur ; nous rencontrerions alors les courbes ponctuées 
et pointillées de M. Vincent (^), et il arriverait ainsi des choses 
tout à fait merveilleuses. Mais , en se bornant aux seules valeurs po- 
sitives de j: , on voit que cette équation est celle d'une courbe , 
qui , ayant pour première asymptote l'axe des y négative ^ vient 
couper l'axe des x positives , passe de l'autre côté de cet axe , s'en 
éloigne jusqu'à un certain terme , puis ^redescend lentement vers 
lui y pour en faire son asymptote. 



^ 



O Voyes la page i.'^ du préseot volume* 

J. D. G. 
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Ainsi , il demeure décidé par M. Lehot qu'il y a toujours une 
distance de l'œil à laquelle la grandeur apparente de chaque ob^ 
jet ^st maximum , de telle ' sorte qu'en partant de cette distance , 
soit qu'on l'approche soit qu'on l'éloigné du spectateur, sa gran- 
deur apparente dimiribe également ; mais que , tandis qu'il faut 
l'éloigner à l'infini pour que ^a grandeur apparente devienne nulle , 
il ne le faut rapprocher de l'ceil , au contraire , que d'une quantité 
médiocre , pour obtenir le môme résultat ; qu'en le rapprochant un 
peu phis de Tœil , il reparaît et grandit sans cesse, mais sous un 
aspect renversé , jusqu'à ce qu'enfin il soit tout à fait appliqué con- 
tre l'œil , auquel cas son image est infini. 

Quelque piqnans que soient ces résultats , j'ai grand'peur , Mon- 
sieur , qu'ils n'obtiennent pas une faveur générale , et que beau- 
coup de gens ne s*obstinent à penser que les jugemens que nous 
portons sur la grandeur des objets éloignés, se composant a la fois 
et de l'angle sous lequel ils s oflTrent à nous , indépendamment de 
notre volonté , et de l'opinion souvent erronée que nous nous for- 
mons sur l'intervalle qui nous en sépare ; et qu'une multitude de 
, circonstances accidentelles pouvant faire varier le dernier de ces 
élémens , en plus ou en moins , c'est perdre tout à fait son temps 
et ses peines que de chercher ici une loi mathématique. 

Ces gens-là continueront donc à croire que , par exemple , si le 
peuple se figure le soleil et la lune à peu près de même grandeur , 
c'est qu'il voit ces deux astres à peu près sous le même angle, et 
q l'jl les croit fixés à la même voûte; et que si la lune leur parait à eux- 
mêmes d'une grandeur démesurée à l'horizon , bien que pourtant elle 
soit vue là sous un plus petit angle qu'en tout autre point de son 
cours , c'est que , par l'efllet de diverses causes , faciles à décrire , 
il s'exagère alors l'intervalle qui les en sépare. Qui sait même sî , 
trop dominé par l'ascendant des préjugés mathématiques , vous ne per- 
sisterez pas vous-même. Monsieur, à penser, comme vous le fai- 
siez en 1807, que , du moins dans les circonstances les plus or» 
diuaires, pour que les deux rangées d'arbres d'une avenue parais* 
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sent parrallèles , il faut tout bonnement qu'elles le soient en eflët. 

Je vais plus loin , Monsieur y et j'appréhende fort que quelques 
raisonneurs obstines ne prétendent que y puisque des couleurs ap- 
pHquées ,. avec tant soit peu d'art, tout à plat sur une toile, suffi- 
sent pour nous faire éprouver le sentiment du relief ; il se pour-, 
rait, en toute rigueur, que l'auteur de la nature n'eût pas mis plus 
de finesse dans l'organisation de l'œil , et qu*une peinture faite tout 
à plat sur la rétine fût également suffisante pour nous avertir de 
la présence des corps extérieurs , et pour nous en faire connaître 
les formes réelles. Voilà donc des gens qui pourront bien ne faire 
qu'un cas fort médiocre de la nouvelle théorie de la vision , pré- 
sentée Tan dernier k l'Académie de médecine par M. Lehot ; je ne 
vois pas m^me trop comment l'auteur pourra les ramener à son 
opinion ; de sorte qu'il se trouvera contraint , comme l'auteur de 
la PhilosopJàe générale , d'en appeler à la j)ostérité. 

Quant à son principe mathématique sur la grandeur apparente 
des objets , c'est une toute autre affaire ; et , attendu qu'il est bien 
connu qu'en toutes choses expérience passe science , je conseillerai 
à M. Lehot , afin de convaincre les plus incrédules \ de faire plan- 
ter une avenue d'arbres conformément à son principe , et d'appeler 
le public comme juge entre Lui et ses adversaires. Il ne s'agit, en 
effet , que de planter ces arbres suivant la courbe dont l'équation serait 

X 

et suivant une autre courbe qui serait symétrique avec elle, par rap- 
port à l'axe des x y et de se placer à l'origine des coordonnées. 
Cette courbe n*est autre chose que celle de la figure 12 du Mé- 
moire de M. Vincent déjà cité. 

Agréez , etc. 

Lyon, le i5 mars iS^S. 



368 



QUESTIONS PROPOSÉES. 



QUESTIONS PROPOSÉES. 

Problèmes de Prohabiltiè* 

I. \JH suppose qu'un point inconnu de l'espace devant se trou- 
ver au concours de quatre plans qu'on peut construire , ïl rt^sulte des 
erreurs înt'TÎIableuieut altacht'es aux procédés graphiques que ces 
quatre plans forment un tétracdre : on suppose qu'on n'a aucun 
motif de suspecter davantage d'erreur la dîrecliou d'aucun de ces 
plans que les directions des trois autres , et on demande où se se- 
rait le plus probablement trouvt^ le point demandt^ , si l'on avait 
opéré avec une exactitude rigoureuse ? 

11. On suppose qu'un plan inconnu devant être dcierminé par 
quatre points de sn direction qu'on sait construire , it résulte des 
erreurs inévitablement allacliées aux procédés graphiques que ces 
trois points sont aux trois sommets d'un tétraèdre ; on suppose que 
l'on n'a aucun motif de suspecter davantage d'erreur la siluatiott 
de l'un de ces points que celle de chacun des trois autres ; et on 
demande quelle aurait été le plus probablement la direction du 
plan demandé, si l'on avait opér<5 avec uue eiactilude rigoureuse ? 

Problème de Géométrie. 

On donne l'une des faces latérales d'un tronc de prisme trian- 
gulaire, la longueur de l'arête latérale opposée, la section du tronc 
par un plan perpendiculaire à ses aréles latérales, et par suite le 
Volume du tronc ; et l'on demande quelle doit ^-tre la disposition 
de l'artHe latérale dont la longueur est donnée , pour que la somme 
des aires des deux: bases du, tronc sjit un minimum ? 



I 



I 
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ANALISE TRANSCENDANTE. 

Analogie entre les facultés numériques et les puissances ; 
Démonstration générale de la formule du Binôme 
de Newton ; Développement des fonctions exponen^ 
tielles et circulaires ; 

Par M. Ampère , de T Académie royale des sciences de 
Paris , professeur de physique au Collège de France , etc. 



J\j. Kramp a donne le nom de Factorielles oa de Facultés na* 
mériques aux produits de la forme 



x{x'\rp){x'J^2p)(X'\^Zp).....(xJ^n — i.p) , 

qui , sons la dénomination de Puissances du second ordre , avaient 
ëtë déjà l'objet des travaux de Yandermonde (^). Le nombre des 
facteurs est ce qu'on appelle le degré de la faculté , de sorte que 



Xj x{x^p) y x{x+p)(x'^2p) , .... x{x+p)(x+2p)...0(X'\'n — ip) , 

sont dites les facultés du premier y du second y du troisième , •....•. 
du /ï.™* degré. Nous indiquerons généralement la faculté du n/^'^ 



Vojez la page iJ^ du lU.^ Tolume du présent recueil. 

J. D. G. 

Tom. XF, ».• -X7/, i/' juin 1S2S. 5o 



3,0 FACULTÉS 

*legré par [j-J ; p ^miii une <jiiantit(! prise à volonté, eniière ou frac- 
doiuiaire , positive ou négalîvc. 
Il suit de cette uolation que 



f.'j=[.'j(.r+=/,) , 



(0 



['+/]= 



Ou peut l'iinuCLT CCS facullL-s en iliàiiut : x fanilld i , x fiicullô i , 

a- faculté 3 , , X faciillé n , pour [^] , [,r] , [.r] , [.ij^ 

Ces uolations admises, il existe entre les facultés uumériqups et 
1rs puissances une aualogie rem arqua Lie qui consiste en ce que /a 
faculté d'un degré quelconque d'un binôme s'obtient en substituant 
aux puissances des deu^ termes du hinàme- , dans le développement 
de la puissance du même degré de ce binôme , les facultés des 
mêmes degrés de ses deux termes ; de ttlle sorte qu'en géuÂal 



+T-- 



-['][/]+--+7-;^W[,.] + yW [/]+["] 



La proposition est d'abord évidente pour les facultés des pre- 
miers degrés. On a eu cllet (i) 



[•'+r]=(^+7)(»+/+/.) = .r(a:+/';+=^/+j(j+/')=W+=[ij[y]+[ 



I 
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de sorte que la démonstration de cette proposition se réduit à faire 
voir que, si elle a lieu pour la faculté du /72,°** degré, elle sera 
vraie aussi pour celle du (/»-{- 1).™^ 

Pour y parvenir , multiplions la quantité jr-f"/+^/? par les deux 
membres de l'équation (2). 11 est d'abord clair que le premier membre 

de réquation-produit sera [^-f-/]. Pour exécuter la multiplication 
par le second membre de Téquation (2) , considérons tour à tour 
le multiplicande ^+/+/w/? comme 

{X'-j^mp)'{-y ^ pour la multiplication par le !•*' terme p 



{x-^-m — ip)+(/+/') r pour la multiplication par le a.* , 



(«+m— 2.p)+()r-^2;?) , pour La muliplicaiian par le 3/ ^ 



{x+m — w+i.p)+(/+«— l'P) » pour la mnltipllcation par le «.»• ^ 



(x4-m — n,p)+iy'{-n^q) , pour la mnltiplication. par le (/i4-»)"* ? 

on trouvera d'abord , pour les premiers termes du résultat , 

ce qui donne en effet , en- opérant la réduction , entre les termes* 
^ui renferment les ïaêmes facukés ^ . 



FACULTÉS 



t'+yj=[-]+- 



. [ ;„ j.]4. :!Xi.^ [ . K^î+'^-f^ [ - ] L^JH 



qui est Lien ce que devient l'équation (2) , lorsqu'on y change 
m en m-\-i. 

Mais , afin qu'il n'y ail point d'induction dans tout ceci , remar- 
quons que 



iL^tîf ;'^'][7jx(r+«— ./>)= 



-[ ^ JW 



•[ ^ ]b-]. 



et que ces termes du second membre seront les seuls en [ ^ ][/] » 
or , en les réduisant en un seul ^ il vient 



m_„+a 




qui est Lien ce que devient le (n-\-i)."" terme du second membre 
de l'équation (2), lorsqu'on y change m en m+i ; il demeure 

donc établi que , si la proposition est vraie pour [^r+j] , elle le 

sera également pour [^-î-j] ; or , nous avons prouvé qu'elle était 

vraie pour [■^+/] et pour [^-j-^] ; cette proposition est donc 
vraie , quel que soit le nombre entier positif m. 

Adoptons m\ , avec M. Kramp ^ comme le symbole du produit 
1.3,3 m; en divisant, tour à tour, les deux membres du 

développement de {^-^-y)"' et de [.rH~/] par ml , il vient 
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I»! m! • 1 (m— 1)! ni (m— a)! ' ^ (m— l)l i ^^ mt * ^ -' 

m m 1 m— I II m*» m*— I « ,. 

r*+y] [*i , [y] E * 3 , .M [*] , , t y ] [*] . [yi 

to! mî I (m— I)! ' n! (m—Ti)! ' ' (m— i)! i T^^' W 

A l'aide de ces résultats , on peut démontrer commodément un 
théorème très-fecond en belles ' conséquences ; lequel consiste en 
ce que , si l'on a 

. (5) 

on aura 

f(/).f(«)=f(/+«). C) (6) 

Les équations (5) peuvent . en effet , être écrites ainsi 






•••••• 



(7) 



(^) C'est le théorème de M. de StainTilIe , démontre à la page aag du IX.* 
Tolume da présent recueil y généralisé k la pag. ^70 du XIIL® toI. , et repro- 
duit postérieurement comme sien , arec les mêmes notations , par M. le pro* 
fesseur J. WallacCi de Colombie ( Americ. Journ. of. sciences , fev* i8a4 1 P* ^78)* 

J, D. G. 
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Eu les multipliant alors memJbre à membre , il yieudia 



f(/).f(«)=i+ 



[î] 



[»] 



z+ 



in 

si 



.+r| 



II 



r^ 






z*+ 



+ 



-t 



t 

il 
3! 



2 I 

a! I 



I a! 



M. 



31 



z'+ 



+ 





II 

m 

ni 






• 

n- 


-1 


t 


1 


[ 1 


f 1 


[«1 


+ 


^ 






( 


c«- 


-«y 


1 




R' 


-> 


t 




t 


« 1 


M 


+ 


(n- 


-a)! 


a! 


+ 


• » 4 


1 • • < 


t • • 




1 


II' 


-a 




ro 


[ 1 


^ ] 


4- 




> ^tmmmm 






Al 


(«- 


-a)! 




1 


n- 


- 1. 


j_ 


w 


t 


« ] 



+ 



n 

n! 



X '"^«•••M* 



+ 



• ••«M 



+ . 



• •••• 



+ .. 



»••• 



^ ' •••••« 



^^~ •■•••» 



' ) •••»«•* 



déyeloppeiaent qui , à Taîde de la formule (4) > peut être ëcrit ainsi 



l(/).£(xr)=,+ ^z+^ 



['+«] 



+ 2+!] ^»+ 2|:Î ^3+ + :_:^^ ^.4. ,_ , 



ni 



maïs si , dans la première des formules (7) on change / en /+i# „ 
elle deviendra 



^ xal o*' ni 



donc^ en efiet 
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f(/).f(«)=ff/4'») . (6) 

comme nous Tavîons annonce. 

Si , dans cette dernière formule , on change u en iz-f"^ > ^^ ^^^^ 

f(/>f (i/+^)=f(/+i^ +^) ; 

mais , en vertu de la même formule , on peut , dans le premier 
membre , remplacer f(«-f"0 par f('')«%) * donc 

f(/).f(o).f(*.)=f:/+«+^) . 

On peut de mc?me , dans celle-ci, changera en ^-4-^, en rempla- 
çant ensuite , dans le premier membre , ((tf^x) par f(f').f(jr) ; puis 
dans réquation résultante , changer x en ^-f-j et ensuite f(^-f-/) 
eu f(-r).f( j) et ainsi de suite , de sorte qu'on a généralement 

f(/).f(i/).f(f').f(^) ....z=zî(/+u+ç+x+ ) (8) 

Si Ton suppose les quantités / , w , ^ , ^ , toutes égales 

entre elles et à x , et leur nombre égal à n , cette équation de-^ 
viendra 

{f{x)}"=î(nx) . (9) 



Or, comme ici x est quelconque , on peut changer or en — ce qui 
changera nx en x et donnera en substituant, extrayant la racine et 



renversant 



jp/f(^;=f^^) . (,o) 



En changeant, dans cette dernière équation, x en mx ^ elle devient. 
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^f,«x;=f(^.); 



mais y en supposant m un nombre entier positif ^ on a (9) 

f(/72jr)={f(jr)}'» , 
donc finalement 

m 



j/m? ou {f(*)}»-=f(^*). (I,) 

Voilà donc la formule (9) , qui n'ëtoit d*abord démon tr& que 
pour un exposant entier positif, qui se trouve l'être présentement 
pour un exposant fractionnaire positif , et par suite pour un expo- 
sant positif quelconque. 

Si , dans l'équation (6) , on fait 1/=— /=— jp , elle deviendra 

{(x)S('-a:) = f(j;— a:)=f (o) ; 



«r il est aisé de voir (5) que f(o)si ; donc 

Si ensuite nous changeons s en mjp , nous aurons i en renversant » 

i 
r— =f( — mx) : 

mais nous venons de prouver que, quelque nombre positif , entier 
ou fractionnaire ou même incommensurable qu'on prenne pour a^ ^ 
on a toujours 

{(mx)=:[{Çx)r , 
jdonc y en substituant 
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{f(*)} 



m 



oa {{(je)} ={('-mx), (i3) 



Ainsi la formule (9) , qui n'élaît démontrëe que pour une valeur 
positive de l'exposant , se trouve Tétre, présentement pour une va- 
leur rëeile quelconque de cet exposant* 

Au moyen de ces résultats « la formule du binôme de Newton se 
trouve démontrée pour toute valeur réelle de l'exposant. On a , ea 

* ■ 

ejBfet y par ce qui précède , quelque valeur réelle qu'on attribue km y 
c'est-à-dire (5) 



{ iH z-i • z '+"— • — - — z'-H ....•> 



m 



, m* mx+p . . mx mx+p mx+np , , ^ mx mx+p mx^Cif^Dp ^ , - ^ . ^ 

z+ — ' ^ ^ z — ^ + H z"4-;»»0^ 

Faisant dans cette équation ^=1 et/^zr^^-^j , elle deviendra 



m m m— 1 m m— -i m— a , • m m— » m— a* m— fi-f^t ^ . 



Changeant ensuite z en -^ , et multipliant les deux membres pav: 
3c^ y on obtiendra, quel que soit le nombre réel m 

+ — a:c -4 * flf^^ +«*.H ^ -^ + .^ C^^Sw 

Cette formule peut au surplus, pour le cas de l'exposant e»- 
Tom. XK 5>t 
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lier nëgatif » être dëduite à priori de la théorie des combinaisons 
par un raisonnement fort analogue à. celui giue Ton emploie pour 
le cas de l'exposant entier positif; et nous nous arrêterons d'autant 
plus Tolontii^rs à le faire yoir ^ que cela nous donnera , chemin feti- 
s^t , l'interprétation des coefficiens qui affectent alors les termes 
du développement , et la solution d'une question très-intéressante 
dans l'analise : celle du nombre des termes d'un polynôme honuh-* 
gène de dçgré quelconque i formé d'un nombre de lettres égale- 
ment quelconque. 
Employons 9 avec Yandermonde, par abréviation ^ les symbolei^ 

n n fi m fi y 

(A ) y (A B ) y {A B C ) y ••..... comme les équivalens respec- 
tifs des polynômes homogènes symétriques 



^«1 «I . ^«1 



• ■* 



a +^ +^ -M +^ •+/ +8 + •••••••— > 

a b ^a b -f-tf c -^-a c +b c +b c -f- .«••.•• , 

abc +a b c +a b c +a a c -^a b â -{- •••••» > 



nous trouverons alors , en exécutant la. multiplication , 



• t 



»•••• 



+ (A'BCD) 4-. 
iAJBCliE)-h,H [ 



'•••» 



'••• 
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Si donc nous reprësentons généralement par 5„ la somme des teiv 
mes du n/^^ degré de ce développement , nous aurons 

(i6> 

Supposons présentement que toutes les lettres a ^ h ^ c ^ .•«•• de- 
viennent ^alesr entre elles et à z , que les facteurs du premier 
membre sont au nombre àe m j et représentons généralement par 
P^ le nombre dès produits de n facteurs que Ton peut faire avec 
m sortes de facteurs donnés 9 en admettant dans chaque produit 
la répétition d'une môme sorte de fecteor autant de fois qu'oa 
troudra; on aura ainsi 

et en conséquence Téqualion (16) deviendra 

(f V »lt f 

— ^ J ^^ ^ ^ ou enfin 

(4— z)'-'"==:i4.P,z'4-P^r*+P,z'4.^.....4-/\,z''-f ........ ; (17) 

Toyons quelles sont les valeurs de P, , P^ , P, ••««•- P^^^^.. en 
ionctlon de m ; et pour cela cherchons d^abord comment P^ peut 
5e déduire de P-^i« 

Distinguons dans S^ les termes qui contiennent un on pluaieun 
facteurs ^gaux à d( et ceux qui sont indépendans de cette lettre* 
Si dans ceux de la première sorte on supprime un facteur a^ on 
obtiendra évidemment S„^ t ; de sorte que Tensemble de ces termes 
revient a aS„^^ » et que cooséquemmenx leur nombre est P„^^^ 

Si f dans ces mêmes termes affectés de a ^ en met tour à jtour 
a la place dt a 4)a de ses piiifisancef ^ ies mêmes puissances d» 
chacune di^ jvi— 1 autres lettres^ on faiÉiera lU nombre de terme» 
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du ri.^ degré, îndépendans de a ëgal à (m— i)P,„,,. Or, îl est 
aisé de voir que , par un tel procédé , chacun des termes indé^ 
pendans de a aura été formé n fois. Considérons en effet un quel- 

conque b c^d des termes de celle dernière sorte, où Ton doit 

avoir |3-)-y+ {-{^••••m. =n ^ on Taura formé , tour k tour , par le 
changement 



de ^ en ^ , dans les ^ produits 



ùe a en c y dans les y produits 



de tf en d^ dans les i produits 



fi y ,» 



a c a 



••••^••••«•« 



^rV 



Ob'" c a. 






I fi i 

a ch d 



ac b d n 



Kfi y 

n û c ••••••••••• 



••• 



C au c •••#• 






et ainsi de suite. Le produit b c ^ ••••.sera donc répété |3-Hf-f^4-«r« 
fois ou n fois , et il en sera de même de chacun des autres pro- 
duits- indépendans de a. Donc , puisque le nombre total des pro« 
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duîls ind^pendans de a que nous avons formés est (m— •i)P„^, , 
et que chacun d'eux se trouve répété n fois , il en résulte que le 
nombre dçs produits réellement difTéreus de n facteurs qui ne ren- 
ferment pas a est seulement Pn^\ ; en y ajoutant donc le nom* 

bre Pn^x des produits de n facteurs qui renferment cette lettre , nous au- 
rons, pour le nombre total P^ des diflférens produits de n Êicteurs» 

Pa«iH ^n^\ ou —Pn^i 9 c'est-à-dire ; que nous aurons 

A Jl 

P-2d^P,... (.8) . ^^ 

Observant donc que P, c ;7i s — , et faisant successivement /i s: i ^ 
nssz2y n^3j., 9 il viendra 

1 î • • I 



m m+i 



I I 






p m m+i m+a 

* I — 



■• • 



X a 3 



m m+t m-4-a m-f-nr*i 

I a ^ n ' 

i * 

au moyen de quoi TéquQtion (17) deviendra 

I • 1 a la i ^1 a 3 . n "^ 

ou en changeant z en — - — , et multipliaQt ensuite les deux mein« 
bres par jr"*". 



••• 
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(:r+o)-"=;c-"(.- 



m m-ri a- m tii-r ' "'T^ °' . 



4- .- 



.^+ y 



(■9) 



Ainsi , tandis qne les coefflciens dos termes du développement de 
{x-\-a)"' sont les nombres de produits difft5rens d'un , de deux , de 

trois , „ de n facteurs <jue l'on peut faire avec m sortes de fac- 

leurs , en excluani l'admission de plusieurs facteurs d'une même 
sorte dans un mf^mc produit , les cocfficieiis des termes dit déve- 
loppement de {x-^a)~ sont, au contraire, les nombres de pro- 
duits diflérens d'un , de deux , de trois , de n facteur que 

l'on peut faire avec m sortes de facteurs en aàmettant 1» répéti- 
tion indéfinie de chaque sorte de facteurs dans chacun de ces 
produits. 

Soit une équation complète du n."* degré, entre m inconnues, 
si l'on introduit dans chacun de ses termes une puissance d'une 
(m-t-i)"* inconnue, telle que tous ses termes se trouvent éire alors 
du n."* degré ; il est clair qu'alors ces termes seront , abstraction 
faîte des coetliciens, les diÛéreiis produits de n facteurs qu'on peut 
faire avec m+i sorte de facteurs, en admettant la répétition in- 
définie de chaque sorte de facteurs daus un même produit ; d'oîi 
il suit que le nombre des termes d'une équation complète du «."■• 
degré entre m incouuue , n'est autre chose que ce que devient la 
valeur de P, , lorsqu'on y change m en 771+ ï , c'est-à-dire. 



m+i 



m+a »i4-3 



r..^*!- 



m , en Baultipliani haut et bas pai 
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résultat dont la symétrie prouve quV/ y a autant de termes dans 
une équation caràplète du 'm^* degré entre ^ . inconnues ^u'il y. 
en a dans une équation complète du n.^^ degré entre m incon-^ 
nues (*). 

Passons au développement des. /onctions exponentielles et loga-* 
lithmiqaeSb Si, dans Téquailion (14) qui à lieu, quels quB soient 
^ % P i ^ y ^9 ^^ ^^^ ar=i , p^o y z=i et m^zAt^ elle devient 

eu en représentant par e la série du prenuer membre, 

^ ou {e )::zi^^^^^^^—+.—, 

A . % ' 

Posant e =j, auquel cas A sera le logarithme Népérien de f / 

• » - 

on aura 

i , t\m , «»1* , ii\ia . f*l«« ■ ' ^ 

puis , en clispgeant a etk e 

'ï . 

«'si+l+^+f 4-^^4-1+ (2,) 

qui Bura lieu quel que soit /. . ' , • 

En changeant , dans la formule (20) , a en 1+*^-' ^^^ devient 



«I 



* • 



<^) On peut «niiû 09ii»alter , «or ce sujet, la page a8a du XllL* yfixoo^ 

du présent recuelL 

J. D. G. 



» t 
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.(»+*) = ïH T •■* li — + "~â — T •• 

mais on a aussi (i5) 

donc en égalant ces valeurs , supprimant Tunité de part et d'autre^ 
et divisant ensuite par t, 



1—1 f— a #—1 . I— a f— 3 

a ' a : 3 . a a 4 

i'oik en faisant /sa 

41 X* . jpï- jci x^ 

I(i+:r)= — -f _. — . _ + _ ..^.:^ (as); 

tel est donc le développement du logarithme Népérien de i-|-x«. 

Terminons par le dévdioppement des fonctions circulaires (*)«. 
Si, dans Téquation (21)', on fait /=Hhjr^II^y elle deviendra 






de sorte qu'en posant 



O lf.< Ampère acqaUte ici Vengfigement qa'aTait pris M. de Stainvillé •• 
k la page 2/^0 du IX«* yoliune du présent xecueiL 
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X* X^ x^ x^ 



••••• y 



X x^ x^ x^ âtt 

nous aurons 



(:î4) 



^+«V-'=<p(x)4.v/;=74W , 



(25) 



^-* V-' = y(;r)— ^/Zr, .^(x) î 

d'où , en multipliant , 

i={^(x)y+{^2;)Y ; (26) 

de sorte que <f{x) et ^(x) sont , pour chaque valeur de « , les si- 
nus et cosinus d'un certain angle. Cherchons à le déterminer. 
En posant x^z t y dans les équations (24) > elles donnent 

y(,)=,-I, + 1-2. + ......, ^ 

K0= 7 — 37+ 5! — -^ + ' 

ce qui donne > en faisant aussi x=ii , dans l'équation (28) , 

d'où 

tXy comme on a (26) 

il est permis de considérer ^; i) et 4'(i) comme l6s sinus et cosi~ 
nus d'un certain angle constant a , et de poser , conséquemment 

Cos.(r=<p(0 = »-* ■^ + ^, — Il + ..... 

r^uation (27) deviendra alors 

Tom. Xr. 52 
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ou , en Terta du ilidorème d'Euler , 

ce qui donne évidemment 

<p(^)=Cos.ocr=i-^+ ^- § + .... , J 

f(a8) 

X x^ x^ x^ 
4/(jr)=Sinajr=- — — + — — — + .... ; 

il reste donc à déterminer l'angle constant a. 

Ou a p comme Ton sait , en prenant x suffisamment petit ^ 

> Sin.ojT , 



^ ^ LOû.»X * 



donc on a 



MX 



<1 , 

X* X* x^ 

> Cos.our=i j. 4- _ _ ^ -|- .... ; 

a! 4. ol 



-»H,« X x^ 

•Q , en mettant pourSio. ax sa vaiear •— ^-.... , 

• 7 V"" 31 "T* 5! "~ J j> **_|_«* 



-4- - 

a! ^ 4'. 



En supposant x décroissant indéfinîpient , la première inégalité ten- 
dra sans cesse à devenir — < i ou a> i , tandis que l'autre > aa 

contraire, tendra sans cesse & devenir — >i ou a<i : ces deux 
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înégalitës ne sauraient donc subsister à la fois qu'autant qu'on aura 
jcssi ; on a donc simplement (28) 



jc» «♦ ar« «?• 
Ços.jr=i— --^ ^ ~ _ — 4- ..... , 

X x^ x^ a?' 
Sin.*= 7— 3r+ 5!"- -^^ 



f 
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GEOMETRIE PURE. 

/ 

Recherches nouvelles sur les sections du cône et sur, 
les hexagones inscrits et circonscrits à ces sections ; 

Par M. G. Dandelin , officier du génie , membre de laca-^ 

demie royale des sciences de Bruxelles. 

( Extrait ; par M. Gergonne. ) 



di quelquefois, dans ce recueil, nous wons montré, une prédi-^t 
lection marquée pour l'emploi de Vanalise algébrique ^ dans les re» 
cherches relatives aux propriétés de l'étendue ; cette prédilection 
ne va pourtant pa& jusqu'à méconnaître le mérite des recherches 
de géométrie pure , lorsque ces recherches sont élégamment. con-< 
. duites y lorsqu'elles sont dégagées de tout emploi des proportions 
et du calcul , et sur-tout lorsqu'elles peuvent être aisément suivies 
sans qu'il soit nécessaire d'avoir une figure sous les yeux. 

Persuadé que beaucoup de nos lecteurs sont de notre goût sur- . 
cç point, nous ne saurions nous refuser à leur faire partager le 
p)flisir que vient de nous causer la lecture des recherches de Mw 
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Dandclin , officier du génie miiiiaire du royaume des Pays-Bas , 
sur rLyporboIoïde et les hexagones inscrits et circonscrits aux sec- 
lions coniques ; recluirclips tlesiinJes à faire pnriie du III.' volume 
des Mémoires de Varaàèmie royale des sciences de Bruxelles, qui 
s'imprime actuellement , et dont nous devons la communication à 
l'extrême obligeance de M. Quetelet, auteur luî-m^me d'un irts- 
lieau travail sur les caiisliques, que nous avons mentionné r<!cem- 
ment. 



I. Soient deux droites indéfinies, non situi^s dans'nn m^me plan, 
invariablement lic'fs l'une à l'autre. Si l'on conçoit que l'une d'elles 
tourne autour de l'aittrc prise pour axe , elle engendrera , dans 
sou mouvement, une surface de révolution, connue sous le nom 
A'hyperboloïde à une nappe , dont les viiriélés d<^peudront , à la 
fois , et de la plus courte distance entre l'axe et la génératrice et 
de l'angle que formeront entre elles ces deux droites. 

Mais la plus courte distance demeurant la m^uie, la génératrice 
peut faire le même angle avec l'axe dans deux directions dilTé— 
rentes ; d'où il suit qu'une même hyperboloide de révolution à 
une nappe peut tire .engendrée de deux manières diÛérentes par 
une droite tournant autour d'un axe fixe. 

11 résulte de là que, par chacun des points de cette surface, on 
peut toujours tracer deux droites indéliuies qui s'y trouvent en-i 
librement situées ; ou encore que cette surface est une sorte de tissa 
de deux séries d'élémens rectilignes, tels que deux éléinens quel- 
conques d'une même série , non situés dans un même plan , ne 
sauraient se rencontrer, tandis qu'au contraire cliaque élément de 
l'une quelconque des deux séries est coupé, tour ù tour, par tous 
les autres étémeus de l'autre série ; d'oij il suit encore qu'une telle 
surface peut <?tre considérée comme engendrée par une droite ïn- 
déllnie qui se meut sur trois éléinens quelconques dune même série 

Toutes les sections d'une telle surface, par des plans perpendi- 
culaires à son axe , sont , comme toutes les sections faites de celte 
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■manière , dans les surfaces de rfévolulJon , en général , des cercles 
de rayon variable , ayant leurs centres sur l'ase de révolution ; et 
il est aisé de voir que toutes les portions d'élémens rectilignes de 
l'une et de l'autre séries , comprises entre deux tels cercles , sont 
de mérae longueur , puisque ce sont des droites également incli- 
nées entre deux plans parallèles. Cliacune des sections circulaires 
de riiyperboloi'de peut d'ailleurs être indistinctement considérée 
comme sa ligne de contact soit avec une sphère inscrite soit avec 
un cône droit inscrit ; et il est clair qu'alors le centre de la sphère 
ou le sommet du cônç est dans Vase de révolution. 

Dans le cas particulier où la génératrice serait perpendiculaire 
à Taxe de révolution , il est manifeste que la surface engendrée 
serait un plan. Si , au contraire , cette génératrice était parallèle 
à Taxe , la surface engendrée serait un cylindre droit. Enfin cette 
surface serait un cône droit, si la génératrice, n'étant ni perpen- 
diculaire ni parallèle à l'axe , leur plus courte dislance était d'une 
longueur nulle , c'est-à-dire , si la génératrice et l'ase se rencon- 
traient. Ainsi , le plan , If. cylindre droit et le cône droit ne sont 
que des cas particuliers de l'hyperboloïde de révolution à une nappe. 

IL Ces choses ainsi entendues, examinons la nature des sections 
planes faites dans une telle hyperboloïde. On voit d'abord claire- 
ment que , tant que le plan coupant fera avec l'axe un angle aigu 
plus grand que celui que fait affec lui la génératrice , la sectioii 
sera une courbe fermée, tandis qu'au contraire lorsque le plan cou- 
pant fera avec l'axe un angle aigu plus grand que celui-là , la 
section sera formée de deux courbes séparées, ayant l'une et l'autre 
deux branches inûnies. 

Considérons , en particulier , une section de l'une on de l'autre 
sorte ; et par l'axe imaginons un plan perpendiculaire au plan de 
la section , lequel le coupera suivant une droite AA' . les points 
A et A' étant tous deux sur i'hyperbolo'de. Parmi toutes les sphères 
qu'il est possible d'inscrire à cette surface , il y en aura toujour» 
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deuï qai seront tangentes au plan coupant ; et il est visible que 
leurs poïiits de contact avec lui seront tous deux situes sur la 
droite A A'.. Désignons par F le point de contact le plus Toisiii de 
A et par F' le plus voisin de A'. 

Soit M un quelconque des points du périmètre de la section 
dont nous éludions la nature , et par lequel il passe , comme par 
tous les autres , deux élémens rectilignes de l'hyptrboloïde. Consi- 
dérons seulement un de ces élémens : soit P le point ott cet ê\é^ 
mens coupe la ligne de contact de l'iiyperboloïdc avec la sphère 
inscrite qui touche le plan cou]»anl en F^ cl soit P' celui où ce, 
mdme élément coupe la ligne de contact de celte Mirfacê avec la. 
sphère inscrite qui touclie le plan coupant en F' ; alors PP' sera 
la portion d'élément interceptée entre les pians de deux sections 
perpendiculaires i\ l'axe, et conséquemment celte longueur sera cons- 
tante quel que soit le point M sur le périmètre de la section oMîqu^ 

Soient menées présentement ATF et MF' ; et remarquons que" 
MF et MP sont deux tangentes menées h une m^uie splière d'uii- 
itiéme point M , et qu'if en est de même de MF' et MP' ; d'oii 
il suit qu'on doit avoir 

MF=MP , MF'=MP' i 

donc , si le point M se trouve situé entre P et P' , on aura 

MF-|-MF/ = MP-|-MP'=PP'= constante ; ' 

et si , au contraire , le point M est sur le prolongement de PP'j 
en le supposant situé au-delà de P' , on aura 

MF— MF'=MP—MP' = PP'=î constante ; 
de sorte qu'on a ce théorème : 

THEOHÉME I. De quelque manière qu'une hyperhohïdc de rè— 
vohilion à une nappe soit coupée par un plan ; si Ion conçoit deux 
sphères à ta fois inscrites à cette surface et tangentes au plaii' 
coupant : la somme ou la différence des distances des différent *■ 
points du périmètre de la section aux points de contact de son 
plan avec les deux sphères sera constante ; c'est-à-dire , que la' 
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section sera une ellipse ou une hyperbole dont ces points de çon'^ 
tact seront les deux foyers» • ..j 

Réciproquement, toute ellipse ou toute hyperbole, c'est-à^ire^ 
toute courbe plane telle que la soiAine ou la diffërenoè desi dbv% 
tances de ses diffërens points à îdeux points fixes pris sur son plan 
est constante peut, et môme d'une infinité de manières diffëren-^ 
tes , être considérée x:omme l'une des sections planes faites dans 
une ellipsoïde de révolution à une nappe. Si , en effet , par T^inf 
quelconque des points du périmètre de cette courbe on conduit un» 
droite hors de son plan , et qu'ensuite on conçoive deux sphère» 
à la fois tangentes au plan de la courbe en ses deui foyers et 
tangentes à la droite arbitraire; en faisant tourner tout le système 
autour de la droite qui joint les centres des deux sphères , Tar- 
bitraîre engendrera Thyperboloïde demandée. 

Il y a un cas particulier qui fait ' exception : c'est celui où le 
plan de la section fait avec Taxe de Ijbtyperboloide un angle pré- 
cisément égal à celui que fait avec lui la génératrice de cette sur- 
face. Ce plan ne peut alors être touché que par une seule des 
sphères inscrites ou , si Ton veut , la seconde a son centre infiniment 
éloigné et son rayon infini ; mais on démontre âi&ément qu6« dans 
ce cas , les distances des divers points de la courbe au pcânt de cou-, 
tact de la sphère avec son plan croissent exadtement de la inéme 
quantité que les projections de ces distances sur Taxe de cette coufbie \ 
propriété qui appartient exclusivement à -la parabole. 

Si Ton se rappelle présentement que le cylindre droit et le cône 
droit ne sont que des cas particuliers dé riiyper'bbloïâe de révo-ii' 
lution à . une nappe ^ on conclura de. ce qui précède, les deux 
théorèmes suivans : 

THÉORÈME IL Toute section piane faîte dans un cylindre^ 
iclroit est une ellipse dont les foyers sont les points de contact du 
plan coupant avec deux sphères inscrites au . cylindf:e»^ . . "* 

THÉORÈME ni. Toute section plane faite 'dwu m . vônâ droù 
est une ellipse ou une hyperbole dofit l^^ foyers sont'^les p&ihis 
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ie contact du plan coupant avec deux sphères inscrites au cènt^ 
Dans le cas particulier où une seule sphère inscrite peut toucher, 
ie plan coupant , la section est une parabole , et ie point de con- 
tact de cette sphère en est le foyer (*). « 
Réciproquement, toute ellipse, hyperbole on para!>ole peut être 
conçue comme l'une des seclioiis pleines d'un cùiio droit d'une es- 
pèce dunnée (") , d'où il Suit (jue ces courbes peuvent toujours 
être considérées comme des perspectires les unes des -lutres et du 
cercle , et réciproquement. > 

ni. On, peut toujours tracer , sur l'hyperboloide de ri^voluliou 
à une nappe, un hexagone rcctiligue gauche, dont les côlés con- 
sécutifs devront appartenir alternativement aux deux séries d'élé— 
mens rectiiîgnes de cette surface , puisqu'auircment ces cûlés ne 
pourraient se couper ; de manière que l'hesagoiie emploîra trois 
elémens de chacune des deux séries. Ses côtés opposés appartien- 
dront aussi à des séries difTérentes ; de sorte que deux côtés op- 
posés quelconques concourront toujours en un certain point , et 
seront conséquemmcnt dans un mi^ine plan. 

Il suit de là que les trois couples de côtés opposés détermine- 
ront trois plans qui se couperont en un point; mais, si l'on mène 
les diagonales qui joignent les sommets opposés , chacune d'elles 
apparliendra à deux de ces plans , et sera par conséquent dans 
leur intersection ; donc ces diagonales seront dirigées suivant les 
intersections deux i deux des trois plans dont il vient d'être ques- 
tion ; d'où il suit qu'elles concourront toutes trois à l'intersecUon 
de ces trois plans. 

Soient A , A', A" les élémens reciilignes de l'une des séries for- 
mant les côtés de rangs impairs de l'hexagone gauche , et soient 
B , B' , B'^ les trois élémens de l'autre série formant les côtés de 



(•) Ce dernier thtiorùnie avait d'abord été directement d<ïcouvert parM.* 
Quetelet. M. OaDdelin n'a fait que l'étendre k l'Iiypeilioluide. 

(**} Vo;^. auMi , sur ce sujet, la pag. 136 du XIV.' vuL du présent recueiL* 
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rangs pairs; de telle sorte que A et B, A' etB', A'' ei W soient 
les côtés opposés. CoDveDons de désigner les points , au nombre 
de neuf, où les trois élémens de l'une des séries sont coiipi-s par 
les élémens de l'autre série, par les lettres des élémens qni y con- 
conrent , renfermées entre deux parenthèses. Alors , de ces neuf 
points , les trois (AB) , (A'B'J , (A'^B^'J seront' ceu\ où concou- 
rent les directions des côtés opposés de l'hexagone ; et les six au- 
tres en seront les sommets. En supposant donc que les côtés con- 
sécutifs de cet hexagone soient A , B" , A' , B , A" , B' , ses som- 
mets consécutifs seront 

(AB") , (B"A') , (A'B) , (BA") , (A'^BO , (B'A). 

Remarquons présentement que le côté A de l'angle (AB-") et le 
côté B de son opposé (BA") concourant en (AB) , les plans de ces 
dcus angles doivent se couper suivant une droite passant par ce 
point (AB) ; maïs les côtés B" et A" de ces deux angles concou- 
rant au point (A'^B"), l'intersection de leurs plans doit aussi passer 
par ce dernier point; donc la droite qui joint les points (AB) et 
(A"B''') est linlLTsection des plans des angles opposés (AB") et (BA"). 

Par un raisonnement tout à fait semblable, on prouvera que la 
droite qui joint les points (A"B''') et (A'B'J est l'intersection des 
plans des angles opposés (B^'A^) et (A"B') , et que la droite qui 
joint les points (A'B') et (ABJ est l'intersection des plans des angles 
opposés (A'B) et (B'A). 

Ainsi les intersections des plans des trois systèmes d'angles op- 
posés (AB") et (BA") , (B"A') et (A"B') , (A'B) et (B'A) sont les 
trois côtés d'un triangle dont les sommets sont (AU) , (A'B') , 
(A"B''') , et conséquemment les trois intersections sont dans un oiâme 
plan , qui est le plan m^me de ce triangle. 

On a donc cet élégant théorème : "' 

THÉOBÈME IF. Si, sur une hyperloloïie de résolution à une 
nappe , on trace un hexagone rectiligne gauche , dont les calés ap-^ 
partienneni alternativement aux éUmens retiHignes de tune et de 
Tom. XV. 53 
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t autre séries Je celte surface i ." les diagonales (jui joindront les 
sommets opposés d^ eet hexagone concourront taules trois eh vn 
même point ; les plans de ces angles opposés se couperont suivant 
des droites ya* seront toutes trots dans- un même plan ^). 



IV. Soit prcseiiiemcnt un cercle -sur la circonférence diiqiK4 soient 
pris acbitraircinenl six points désigni?s par a , h" :, o', h ^ a" ^ b'. 
Ces six points pourront ^gnlemenl élre consîdrn's , on comme les 
sommets cousi;cn!if$ d'un liexngone pian' inscrit , on comme les points 
de contact consi^culif's d'un iiixnyojie plan circonscrit. 

Coiviidérons ce cercle comme la section d'une Uvperboloïde quel- 
conque de révolution à une nappe , par un plan perpendiculaire 
à son ase , et considérons snr cftie Iijperbùloide les étéracns rec- 
tiliyues altcrnalifs A , B" , A', B , A" , B' qui passent respeclive- 
nient par les six points de ta circonférence de d eu umi nations ana- 
logues, ces élémens formeront , commeci-dtiisus, un hexagone gauelie 
sur rii}peri)uloi'de , et les tracrs des plans des angles consécutifs 
(AB^') , (E"A') , (A'B) , (BA") , (A"B') , (B'A) de cet hexagone 
gauche sur le plan du cercle ne seront autre chose que les côtés 
consécutifs ab" , h"a' , a'b , ba'^ , a"b' , Z'a de l'Iiesagoue plan ins- 
crit à ce cercle. Or , pur \é précédent théorùne , les plans des som- 
mets opposés du riicsagone gauche se coupent suivant trois droi- 
tes situées dans un même plan , lesquelles doivent conséquemmi>nt 
percer le plan du cercle en trois points en lignes droites ; donc K'S 
traces de ct-s plans, c'est-à-dire , tes directions des côtés opposés de 
l'hexagoue îtiscrît au cercle doivent aussi concmirtr à ces trois points. 
. Considérons présentement notre cercle comme la ligne de con— 

(•) Le tliëoriiiie aiir.iit également lien pour l'hcnagoiie reelillgne gaucli» 
tracé sui- la pamUoIoide hyperbolique ; et c'est a cela que rcvieiinenl à 
peu pri^ï les iirticlei tic MM> Servoij et Roclint înscrës aux pages 332 et 336 du 
tom. I.*' (lu présent recueil. Il aurait lieu, plus généralement, pour tout 
liexagonc gauche dont les côtds des rangs impairs seraient trois droites non 
siluccs (iciiv à deux dans uic tatéme plan , et (es câtés de rangs pairs trois ao*' 
très droite* fw^aut sur ceUes-U. 
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tact de riiyperboloïde avec un cône droit circonscrit , dont le som- 
met sera conséquemment dans Taxe de révolution. Si , par chacun 
des points a ^ b'^ ^ a^ ^ b y a^^ ^ b^ y on conduit un plan tangent à 
rbyperboloïde , ce plan passera par le sommet du cône ', contiea-* 
dra IVlément rectiligne de Thyperboloïde de dénomination anato- 
gue à celle de ce. point , et coupera le plan' an cercle suivant une 
tangente au même point. Les six pians tangens ainsi conduits seront 
donc les faces d'un angle hexaèdre circonscrit au cône, et sur Ie-> 
quel se trouvera tracé llietagone gauche ; et cet angle hexaèdre 
sera coupé par le plan du cercle suivant un hexagone plan cir- 
conscrit à ce cercle; or, par le théorème qui vient d^étre'démon^ 
tré j les diagonales qui joignent les sommets opposés de Thexagone 
ganche concourent en un même potut ; donc les plans diagonaux 
qui joigtient tes arêtes opposés de l'angle hexaèdre se cotfpent sui-^ 
vaut une même droite y menée de son sommet à ce point ; donc 
enfin les diagonales qui joignent les sommets opposés de Thexa-* 
gone plan circonscrit au cercle doivent passer toutes trois par 1q 
point où son plan est percé par cette droite. ' 

Il demeure donc prouvé y par ce qui précède y 1.^ que y dans tout 
hexagone inscrit au cercle , les points de concours des directiràs 
des côtés opposés appartiennent tous trois à une même ligne droite ; 
2.® que, dans tout hexagone circonscrit au cercle , les diagonales 
qui joignent- les sommets opposés passent toutes trois par un même 
point* » 

Or y comme tout hexagone inscrit ou circonscrit à une sectionr 
conique quelconque est la perspective d'un hexagone inscrit ou cir-« 
« conscrit au cercle; et comme, d'un autre côté, les perspectives des 
points eu ligne droite et des droites qui concourent au mênle point 
sont aussi des points en ligne droite ou des droites qui concourent 
au même point, on a ces deux théorèmes : 

Théorème V. Dans tout hexagone inscrit à une section co-^ 
nique ^ les points de concours des directions des côtés opposés a)>4 
partiennent tous trois à une mime iigne droite. 
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SgS QUESTIONS PROPOSÉES. 

THÉORÈME FI. Dans tout hej:agone circonscrit â une sec- 
tion conique , les droites qui joignent les sommets opposés concou- 
rent toutes trois en un même point ('). 

Ainsi se trouvent éiablis . sans calcul et par une sorte d'intuition 
les deux théorèmes de Pascal et de M. Brianchon , c'est-à-dire , 
les plus importans peut-élrc de tous cens qui composent la théorie 
des sections coniques. 

Si les recueils de l'académie royale des sciences de Bruxelles 
offrent souvent des mt^moires du me'rite de ceux de MM. Quetelet 
et Dandelin , ils no pourront manquer d'être accueillis et recher- 
cht's par tous les amateurs de la bellt; géométrie. 

QUESTIONS PROPOSÉES. 

Th^rème de Géométrie, 

Oi , sur trois droites AB , A'B' , A'^B" de longueur quelconque y 
se coupant en un même point P , considérées deux à deux comme dia- 
gonales , on construit trois quadrilatères A'A''B'B" , A"AB"B , 
AA'BB' , ayant conséquemment , deux à deux , une diagonale com- 
mune; les points de concours des directions des côtés opposés de ces 
quadrilatères seront les six sommets d'un quadrilatère complet tel 
que chacun des points d'intersection de ses trois diagonales se trou- 
vera sur la directioQ de l'une des trois droites données. 

Fin du quinzième volume. 



(') Voy. , sur le même sujet, deux articles iasérés d«ns le IV.* lolumc 
du préseat recueil , pag. 78 et 36i. 
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Démonstration de deux théorèmes de statique | par MM. Stein eC 
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CORRESPONDANCE 



Entre les questions proposées et les questions rdsokes. 



Tom. VIII, p.38o , Problèmes I , II , III ; résolus Tom. XV , 
Tom. XIII , p. lao , Problème; 
Tom. XIV, p. 196 , Problèmes I , II , III, IV. 
Pag. a68 , Théorèmes I , II , lU, IV. 

■ n Q o Ç Problème !• 

P»8.3o8 JproblômesII,!!!. 

C Théorèmes I, II. 
^^ ^' ^Théorème III. 

Tom. XV , p. 4<> # Problème* 

Pag. 7G , Problèmes I , II. 

Pag. io4, Problèmes I , II , IIl , IV. 

Pag. iSa Problèmes I , IL 

Pag. 164 Théorème. 

Pag. 204 Problème. 

Pag. 244 , Problèmes I , II , III. 

/'Problème. 

\ Théorème I. 
Pag. 27a < ^^^^^g ij^ 

(.Théorème III. 



pag. 124—129 
62—69 

100—104 
69—76 



X29— 132 , 3ii--3i6 

97—100 

197^204 



236h»44 



db« 



820^^26 
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ERRATA 

Tour le quinzième volume des Annales. 



X OM- tlV , pag. 331 , ligne 4 , en remontant -^ Problèmes lîsci TTiéorimet. 
ToiQ. XV , pag. 44 ^ ajoutes *n note : 

Nous avons lu qneh]ae pari que le comte de Bnqtto^ ayait fait 
de ce procédé un instrument uiiÎTarsel tliotégration. 

J, D. G. 
Page 54, ligne 11 , — le premier membre doit porter ï'exposaut a. 
Gage 116, ligne 9, en rcinonUtnt — aj-ant une surface moindre que la 

sienne ; lisez: sous une surface moindrei 
Page 117, avant dcrnicre ligne— minimum lisez maximum. 
page i3o , ligne 8, — pinces une virgule aprc-s le mot ; simultanémenl , 

Ligne la,^ place»/ une virgule nprés le mot : tem. 
P^e i36, ligne 7 , en remontant ^ au carré ; liseK au double du carré. 
Page i85 , ligne 5,— fermes la parenlliÈse avant dx. 
Page 245 , ou titre, — TRANSCENDANTE ; lisez DESCRIPTIVE. 
. I^age 3^6, — ajoutée en note au bai àe, la page. 

H y a dëji long. temps que ha Françaii de Golmar, avait dccou- 
vert ces théorèmes et beaucoup d'autres analogues, ijue l'on trouve 
énoncés , sans dé monst ration ,. à 1* page 34' , du V,* volume da 
présent recueil, 

J. D. G. 
Page 373, au titre , — Proi/^mw ; liseï : Problimt. 

Api-Ès le problème , metlei en titre î Tkiorèmei de géométrie. 
Ligne 9 , eu remontant — aprii le mot : tétraèdre ,* ajoutez , dans 
lequel CCS arêtes sont perpendiculaires les unes nnx autres. 
Page 3i9 ) ligne 8, en remontant — (/« pro(?uj7î j lisez. : des doublet produitt. 
Page 345, au titre — CAUTIQUES: Uses: CAUSTIQUES. 
■Page 348 , ligne 8 , — places une virgule apr^s le mot : réjlexion. 

Ligne 9, — supprimez la virgule apri's le mot : rayonnant. 
Page 355 , ligne 3 , en remontant — (j:,j) ; lises : (.t'y), 
P«ge 356, avant dernliire ligne, — (x—x'i+p^y—'y') ; lises: (x — ')-f*'Cj^— ■> . 
£ag& 357 , ligne première , — (« — x')-i-p{y—)') ; lisez : (»—*)+/'( r — ")• 
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